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Capítulo 


Potências e raízes 


Neste capítulo vamos examinar as definições e as propriedades mais 
importantes que envolvem as potências e as raízes. Elas serão úteis nos capítulos 
posteriores, onde definiremos logaritmo de um número real positivo, e onde 
| estudaremos as propriedades das funções exponencial e logarítmica. 


1.1. POTÊNCIA DE EXPOENTE INTEIRO 
Definição 
Sejam a um número real qualquer e n um número natural. 


Define-se potência n-ésima do número a que se indica com o simbolo ar 
da seguinte forma: 


Da definição acima obtemos: 


-(a-a)=a-a-a 
“(aca-a)=aca-a a 


Observe então que, para n > 2,a" é o produto de n fatores iguais a a: 


O número real a é chamado base da potência e o número natural n é 
chamado expoente da potência. 


Exemplos 


Ê 
3/3333. 
o(5) - =256 


Exercícios Resolvidos 


1.1) 


1.2) 


1.3) 


1.4) 


1.5) 


Calcule: 
a) (2) b) -2º o) =(-2º 


Solução 
a) (-2)!=(-2)-(-2)-(-2-(-2)=16 
b) -2!=(2)=-(2:2:2-2)=-16 
o) -2) =-[(-2) (-2)-(-2)])=-8)=8 
É comum confundir-se (-a)” com -a”. Note que: 
(ca)! =(-a)-(-a)-(-a)-....(-a) 
n fatores iguais a -a 


-a"=-(a")=a-a-a-..-a) 


n fatores iguais a a 


Seas0ene N,n> 2qualéo sinal de a"? 
Solução 


Se n é par, o número de fatores no desenvolvimento de a” é par; como a < 0, 
tem-se a" > 0. 


Se n é ímpar, o número de fatores no desenvolvimento de a” é impar; como 
a<O0, temsea"<0. 


Calcule: 
S= (Pe) efa feias Pe? 


Solução 


Na expressão acima, observe que se n é par tem-se (-1)" = 1 e se n é impar 
tem-se (-1)" = —1; então: 

RD CO DD GD CARE Ca RA O 
S=[=1+1=1+1=.9+1-1 


(cs) lead 
zoro zero zero zero 


S=0 

Exercícios Propostos 
Calcule: 
a) (-3)º o) (-3P e) -3º 
b) =3º a) 13) 9 3 
Calcule: 
a) (2º o) 0º e) (nº 
b) (1)! q) 0º 9 (an) 
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1.6) Dê, segundo os valores den, ne N, os sinais de: 
a) 3 
b) (3) 
e) 0" 
a 1º 


1.7) Paran > 2;neN, calcule: 
[DA O A DA 


1.8) SeneNtef(x) = 5x"! 10:x20 + 3:x2! + 5, calcule f(-1). 


Definição 


Sejam a um número real diferente de zero, e n um número natural; define-se: 


Exemplos 
a) 27 2-2 
b) 52= po =5 
0) -taxty=-14 Ly = (00) 


Exercícios Resolvidos 


1.9) Calcule: 
: -2 a 
8) (52) à (5) 
b) -2 E 1 
o) 
2 
a? 
o) +27? 9 (-5) 
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Solução 1.12) Seab + 0ea+b 0, simplifique: 


RR pa e e / A 
a) (-27* = Cr IC) 4 (é+5) duilio 
a b) (a+by! 
») 2)=-a=-S 
dire 1 1 1 : 1.13) Sendo ab = Oea+b x 0, verifique que se 4(a +b)!=a”! +b então a= 
so 4 lia ; — 1.14) Sex 0ex+x! =m, calcule x + x? em função de m. 
a (Ef a ágeda 
2 (5) E) o 1.2. ALGUMAS PROPRIEDADES DAS POTÊNCIAS DE EXPOENTE INTEIRO 
: 4 PR A definição de a” para o número natural n e a definição dada para a” 
e) =]. =—— = = 7h 


— possibilitam definir potência n-ésima do número real a, quando n é um número 
ay? 1 die a | inteiro, 
2 9 


Para o número real a e para o número inteiro n, define-se: 


Exercícios Propostos 


1.10) Calcule: | Para os números reais a e b e para os números inteiros m e n valem as 
2º | propriedades: 
a) (37º a) (5) | 
1 
b) -3* e) E 
(5) 
-3 
2 
o) 3? f (-3) 
Exemplos 
a) 42. 43=428 = 4º =4024 
1.11) Calcule: 108 ado gpa A 1 
bj de E É me Eta 
(4) 2º 16810 10 sqgreç0o 
a sé o) (23)! =2º"*=212= 4096 
(-3) (ay? a) OP = (py =p? 
o É N DE 
E 2) “27716 
2 | 

b) [ (5) 152] f) Observe que: a?” = al?” e não se deve confundir a”” com am"): assim: 
| Petar 
! (223 =223 98 


12 . 


Exercícios Resolvidos 


1.15) 


1.16) 


1.17) 


1.18) 
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5,314 
ae bº) 
Sendo ab x 0, simplifi ue; (26). 
pila; (a2b*? 
Solução 
(23º)! é (ay o(bº)* T a? .b!2 m Ss a 
(ab “(ppp “at bE = 2204 .p8 = alo .bf 
n+4 9,9 
Sene N*, simplifique a expressão: y = TER 
Solução 
Donf=pim Ra! =D) 2t=2 44 7 
2.2".2 298.2? 22º 16 8 


Sendo abc x 0, simplifique a expressão: 


3 
-5h-2 
y=2.16º 2º) º(º B ) 


Solução 
y=28 (2873 apo. (a 


a (ap (pp 


= 28272 «afbrie 
y (a? y «(0 


-15,-6 
= Eae PÕ O) 
y=8 tap 2 
acc 
s 00 ao SS 
y= 2 gb Br 
a fo) 


y= 24 ai ,p48 .g3-4 
y=24 9 p0.ç 
ou, se quisermos usar apenas expoentes positivos: 
= 1 
= 16 -a!b!9ç7 
Simplifique a expressão: 
a ab? (ap? «(ab 
a2b-(ab!P.a!b 


e calcule o seu valor para a = 10º eb =—107 


E 


Solução 


ç ab? (ar ji(b? y .(b? E ab? a“b'a?p? E 
a?b(aP(b'P.alb  a?bab'alb 


al-4+2,248-2 f a =at pt) capo 
Sea=10eb=-107?, obtemos: 
A= (103: (1025 =102:(-1:1028= 10". (-1): (107 = 


=102.(-1)-1010=-1:102-19=10*=-100 


Exercícios Propostos 


1.19) Sendo ab 0, simplifique as expressões abaixo e dê as respostas utilizando 


expoentes positivos: 


3 
(ab? ab? .24) 
* (ao gl ( ba? 
=] 
b Bb? a +b 
) (a“b9) e) (bj 
ab” a ab 
S abyd gp 


1.20) Se a e p são números inteiros e 2º-=m e 2º =n, calcule em função de m e 


n. 

a) 220436 d) qe 

b) 2 e) 0,5! 
o) 28 f), 10,25%: 


1.21) Sendo abc 0, simplifique a expressão: 


ABAS (ap? bra? ia 
maias O 


1.22) Simplifique: 


(127º? 757! (ay? 
(252) .18º.10º 
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1.23) Considere o produto: 


Px ye pe ye" meNt* 


s 1 4 
a) Verifique que P = xt27") — ytentt 


b)“Suponha x = 10º, y = 102 e m = 2: determine. com quantos zéros 
“termina” o número P. 


1.3. RAÍZES 


Consideremos os seguintes problemas e as suas correspondentes 
respostas. 
Ache as raízes: 


1º) cúbica de 27 
Resposta: 3, pois 3º = 27 


2º) cúbica de O 
Resposta: 0, pois 0º = O 


3º) quinta de -32 
Resposta: 2, pois (-2)º = —32 


4º) quarta de 81 
Resposta: 3 e -3, pois 3º, (-3)º = 81 


5º) sexta de O 
Resposta: 0, pois 0=0 


6º) quadrada de —25 
Resposta: não existe 


Observe o 6º problema: Um número negativo não admite raiz quadrada. 
Para perceber isso, basta tentar calculá-la. Se um número b fosse raiz quadrada 
de -25, deveria acontecer: 


b?=-25 
e é fácil ver que isto é impossível, pois o quadrado de um número real é não 
negativo. 

O 4º problema mostra um caso em que existem duas raízes opostas, ou 
seja, de mesmo valor absoluto e sinais contrários; isso ocorre sempre que 
calculamos uma raiz de índice par de um número positivo. 

Observe nos 1º, 2º'e 3º problemas que quando caleulamos uma raiz de 
índice impar de um número real obtivemos um único resultado. 

Podemos resumir as diferentes situações da seguinte forma: 


Sejam o número real a e n um número inteiro positivo. 


1. Chama-se raiz n-ésima do número real a, se existir, ao número real b 
que satisfaz à condição: 


b'=a 


2 A existência da raiz n-ési ia do número real a é dada pela tabela 
abaixo: 


Exemplos 

a) A raiz cúbica de 8 é 2, pois: Breda 
Indica-se essa raiz por 3a. 
Assim: NE) Ed, 

b) A raiz cúbica de -8 é —2, pois: (2) =-8. 
Indica-se essa raiz por %/-8. 
Assim: 3-8 = 2. 

c) A raiz quadrada de zero é zero, pois: 02=0. 
Indica-se O = 0 

d) As raízes-quadradas de 16 são 4 e —4, pois: 2 = (=4 = 16. 
Indicamos essas raízes por 6 e -16 a 


Assim: 16 =4e -16=-4. 


Observações 


| 1º) No símbolo $a, a denomina-se radicando e n denomina-se índice da 
raiz. 
| + . a a 
| 2º) Se tivermos:a > O e n par, o símbolo Ya indica apenas a raiz n-ésima 
| positiva de a. Nesse caso, se quisermos indicar a raiz n-ésima negativa 
| de a usamos o símbolo -S/a . 
Então, V4=2e não Já = +2; observe que — 4 = —2, 
3º) Quando calculamos a raiz n-ésima positiva de a, n par, de um quadrado 
perfeito, devemos ter cuidado para não cometermos enganos, assim por 


exemplo: 
(52 =5 


Jc5y =5 e não -5? =-5 


Note, pela 2º observação, que se a > 0 e n é par, o símbolo “/a indica 
apenas a raiz n-ésima positiva de a; então para todo número real x devemos 
escrever: 


A 


Exercícios Resolvidos 


1.24) Simplifique a expressão: 
A=JN3-3P +J(3+/32 


Solução 
3 -3P =N3-3 =-(V3-3)=3-.3, (observe que 3-3 <0) 
34483) =[2+,3/=3+3 


Então, 
A =3-3+3+43 


A=6 


1.25) Considere a expressão: 
Y=J(x-12 
Quais são as diferentes formas que ela pode assumir, segundo os valores 
de x? 
Solução 
x-1 sex-1>0 


Y=slix—1? pio sex-1<0 


Então: 
n x-1 sex>1 
“|-x+1sex<1 


Exercícios Propostos 


1.26) Classifique cada uma das sentenças abaixo em Verdadeira (V) ou Falsa (F): 


a) 46 =+2 d) 527 =-3 
b) :6=2 e) “6 =-2 
o) Y27=3 D cs? =-5 


; 1 1 
k E a o E 
27) Verifique que [E RNET IEP 4 


1.28) Considere a expressão: 


y=(x+12 


Quais são as diferentes formas que ela pode assumir, segundo os valores 
de x? 


. 


18 


1.4. PROPRIEDADES DAS RAÍZES 


Sendo a e b números reais não negativos, m, n e p números inteiros 
positivos, valem as propriedades: 


Exemplos 


a). 93.94 =3/3.4 =12 
3 
b) Mo (ao =3%5 


e) 45º ="3[552 = 4/58 


Exercícios Resolvidos 


1.29) 


1.30) 


Calcule: A = 3/1 +$/0 + 4/81+3/-125 — 3/64 


Solução 

Sendo: 

%1=1,%0=0,4/81=3,3-125 = -5 e 3/64 = 4, temos: 
A=1+0+3+(-5)-4 


A=-5 
Simplifique: y = 4.147 +3.75 + 192 
Solução 


y=4./49:3+3.25:3 +,/64:3 
y=4./49./3+3.25-43 +4/84 3 
y=4.7.03+3.5./3+8.3 
y=28/3+15/3+8V3 

y=513 
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Tod) PRINCE RO ROAD ARDE DRA DDD EDNA ND ENA 


1.31) Reduza ao mesmo índice: /5, 3a e 4, 


1 
Solução a) NI 
O índice comum é o M.M.C. entre os índices 2, 3 e e 4, que é 12. Então, b) io 
aplicando a propriedade V: 3/5 
; muit por 6 E 3 
A - o) ——> 
5 = 5-5 = 1915625 2-3 
mult por 6 d) dei ! 
mult. por 4 : 2+/3-5 
a da 
WP2 = Pare tar =H6 Solução 
Eles No problema, pretende-se determinar uma fração cujo denominador é um 
pa número racional e que seja igual à fração dada: 
47 = ME =p à Lobo sede 
muit por 3 5 J5 J5 52 5 
1.201.852 450 .S05 . 405 
1.32) Efetue as operações: ga b) FE = E = JE. = FI] 5 
(vos 8). à o SE NB 2e8 348 2843 os 
J 5 2-3 2-5 243º 2-5? geo 
Ep a) cmd 
Vo-/5 645 Observe que, de um modo geral, a racionalizarmos o denominador de 
; 1 sal 
Soluçã uma fração como multiplicamos o seu numerador 
dp g E Ca 
a) (V98 - 8). 6 =(V49:2 -4:2).«/6 = (7/2 -242)./6 = e o seu denominador pelo “conjugado do denominador”: 
=5/2./6=5/12=5/4:3=5.2/3 = 103 1 1. Va-vb  Ja-vo 
a-b 


b) Observe que para efetuarmos o produto das duas raízes, isto é, para 
aplicarmos a propriedade 1, devemos reduzi-las ao mesmo índice: 


bo 
3 s/3 6/52 6/53, 92 1.6 1 ed] Varb Jar 
e onda dado Va-do dedo” ab 
A 


c) Também aqui sda reduzir as raizes ao mesmo índice: 


das ago e já E Rm 
od a | EEE ENE VEDA Voa 
d) 5 ã 

OD CR O O e aa NES AB 
do -V5 V6+/5 (6-5) +(46 +05) “Be VBP-N5P 2+206+3-5 26 
RE tom 2. E +N5 VE NIZ4 BANDO 2/3 +342 +30 

(8? (57 “oo JE AWey 12 
2 8+N30-30+5 1,4 

6-5 1 
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1.34) Se x= MO y = Ha 


, calcule : 
) Xexyry bp eye y 
Solução 
aí 


2 
e (MOR) 2 10+2/20+2 1242420 
RR E 4 RR Di 


Sind = 12405 48406) (a 


y 


2 
(2) 1A0=2/20+42 . 12=2D0 
e: 2 a 4 r 4 j 


o MESA A AR a 
V10+v2 0-2 (OP -(N22 (10-2 


ER ER 4 Ed 
Então, xX+xy+y)=3+/5+2+3- 5 =8 
É BA 


b) Note que x" + xy + xy? + y = (x +) + ye y) = (xy) +) 


Mas, x+y 


.10+2  N10-V2 20 + . 
et TRE 
X2+y)=3+/5+3- 5=6 

Então, x +xy+xy+y=(x+y) (2 +y)= 10-6=6,10 


Exercícios Propostos 


1.35)" Calcule: 4=1+%0 —3/243 — 4/81 +49 


1.36) Simplifique: A = 3/12 2427 + 2 - 75 +48 
1.37) Reduza ao mesmo índice: V3, 3/6, 30 


1.38) Coloque em ordem crescente os números: 8, 4/12, 3/72 


1.39) Efetue as operações: 
(N2 4/5 - 10). 2 
» 2.44 
2 
c) Na 
22 


1.40) 


1.41) 


1.42) 


1.43) 


1.44) 


o (8) af] 
o PEA 


Racionalize os denominadores das frações: 


32. ay3 £B.. 
| EE Jor dE EE 


eta data] = 


No -a8 


Racionalize o denominador de JE 735 35 


VE e y= 852, calote 
a) x+y 

b) x +y? 

o) X+3xy+y? 

d) X+y? 


Se x= 


Considere o número: 


=(V8+N2)-(/3-2) 4V3+2 


a) Calcule A2, 
b) Deduza o valor de A. 
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1.45) Seja fl) =x +x+1 
a) Verifique que: TS =Vx+1-x 


d 4 vn+1-1 


; a 1 é 
b) Verifique que: DO TO Tm) = 


1.5. POTÊNCIA DE EXPOENTE RACIONAL 


A E a A ã m 
Sejam dados o número real positivo a e o número racional mo commen 
inteiros, nz0. ) 


7: m R ' Fr j 
Nesse número nº o denominador n será sempre escolhido positivo. Assim, 


se = é negativo, teremos n positivo e m negativo. 


m 
Nestas condições, o simbolo a” é definido por: 


Exemplos 
A 
a) 42=%J4! =J4=2 
2 
b) 53 =4Y5? = 425 


Podemos definir potência de expoente racional para o caso a = 0, mas com 


a condição = s0: 


Na definição acima, a condição T>0 é necessária para manter uma 


coerência com as definições dadas anteriormente. Por exemplo, sabemos que não 
se pode escrever. 


Da mesma forma, não podemos escrever. 


03-07 


1.6. PROPRIEDADES DAS POTÊNCIAS DE EXPOENTE RACIONAL 


vistas para potências de expoente inteiro. 


n, pe q são inteiros e ng = 0), valem as propriedades: 


Exemplos 
dl la ae 
a) 22.23.28 =22 36-26=2 


b) 


5 5 
o) (325 =328 =23=Y38 =93º.3º =ay0 


| E a(-4 
a (73 =23.qey3 = 0). sis a (x>0) 


Exercícios Resolvidos 


Í As potências de expoente racional obedecem às mesmas regras operatórias 


“Se a e b são números reais positivos e a e 5 são números racionais (m, 


1.46) Expresse em forma de potência com expoente racional os seguintes 


radicais: 
a) 3 o 7? 
b) “2 a 
Solução 

1 
a) J3=32 


25 


) 4=2ã 
j 97=7 
bd G=1fê 


“tio 


1.47) Calcule, substituindo as potências de expoente racional 
correspondentes radicais: 
1 2 
a) 42 c) 273 
4 5 
b) 164 d) 648 
Solução 


1 
16º =4h6' =416=2 


2 
o 27 =Pr =Wsp = -kap=3-9 


5 -5 
d) 645 =648 =S645 = Ea FE O 4. 
64 (2 Vo? dos 2º 32 


pelos 


1.48) Utilizando as propriedades das potências de expoente racional, simplifique: 


26 


a) (0,042 


E 
4 
b) fes 


2 
co) 273.9! 


LS 


á 
d) 52.23.83 


Solução 


c) 27ê 98 = (33 (3? Já = 65) 325 =32. Pig gt 


2 2 2 
d) 59.22.85 =1.28.(28)9 =23.25 293.22 2992 952392 


de. 


1.49) 


1.50) 


Sendo a, b e c números reais positivos, simplifique: 


1 1 
A =(abc?)2 .(a”bic?)3 . (abc) 


SEN 


Solução 
doses MAR (8 MM das GQ 221 
A=a2b 2c2 .a3bic?.a Sbcô =a2 3 68.p 2386.0236 
3+14-5 =9+8+1 9+4+1 12 o 14 7 


-a 8 .b 8 .c 6 =a8.bê.cê =a2.bº. Rar -03 
Se quisermos a resposta utilizando os radicais correspondentes: 


A=a?o =a? o .c=a?.o2.Ye 


Suposta definida, simplifique a expressão: 


A E 
a2+1 a2-1 4 
a 1 
a2-1 a2+1 


Solução 


1 1 ay 
Lembrando que [2-+)(020)-[53) -?=a-1, o MMC. dos 


denominadores é a — 1, tem-se: 


(4 4 à ip E 
[5º «fo o ad o 
y= 2-1 
[4 jo AR pa 
[é] [83] -4 
= a-1 
1 1 ai 
“la+2a2+l+a-2a2 +1-4 
Hi a-1 
E x 
a (22-2)) [2a-0T os 4 
a-1 ) a-1 8 


Ro 


1 1 


1.51) Se, x2+x 2 =3, calcule: 
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E sa 
- x2+x 2+2 
a) x+x! RR RT O 
x +x*+3 
b) 2 +x? 
Solução 


a) Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade x24+x2=3 


obtemos: 


pao 

[ás | =9 

ARO ud (A O E 
(2) +oê aci afx |] =9 


14 
x+2x2 24x! =9 
x+24x1=9 
E, daí: 
x! =7 


b) Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade x + x” 


obtemos: 
(x +xP =49 


1 


AN ANE do o fe asi JO 
(2) af) x É easd (x ] NE ') =27 


3 ah E E 
x2+3xx 2 +3x2x 14x 2 =27 
3 y St, 28 
x2+8x2+3x 2+x 2=27 


DE ad dl 

x2+x 2+3)x2+x 2 |=27 
3 

3. 23 

x2+x 2+9=27 


1 
Elevando ao cubo os dois membros da igualdade x2 +x 2 =3 obtemos: 


E, daí: 
Eae 
x2+x2=18 
3 3 
x2+x2+2 18+2 20 2 


Co maça arao 50 0 


Exercícios Propostos 


1.52) 


1.53) 


1.54) 


1.55) 


1.56) 


1.57) 


Calcule: 
5 
a) 164 
3 
b) 6254 
-2 
c) (0,001) 3 
Calcule: 
0 


-0,5 4 
a) (75) rot (os)8+(-5) -5 


4 -1 
b) (oozn)3-(-5) +25608 344 (8,5 


3 5 
ab 8 
Calcule: CR) paraa=0,01eb=27 
ab? 
Utilize as potências de expoente racional para simplificar: 


a) 


1 
a aa 
FERE 
(5 
a as E de expoente racional para simplificar: 
TE 
Simplifique: 
.8 Léa 
a) Va bio 3 «Va 2btc 
ps 
b) Via -ad.a? .a3 


29 


1.58) Supondo definida, simplifique a expressão: 


1 1 2a 
ATERRO RAE 
1=x4 14x! 1+x2 


1 Sh E 
1.59) Se x=23 -2'3, calcule 2xº + 6x. E 


1.60) Simplifique as expressões: 
1 


á X+.. ) Ya + Ya 
Urge 3,22 4 3/42 
x+x2+1 x*b* + /xºb 


LR 
b) [57+» |] do 


1.61) Simplifique a expressão: 


1 1 
= = (x—1 
co = : 
Calcule o valor de y para x = 0,0036. 


1.62) Determine x, xe Q, tal que: 
a) H=27 
b) 32*=4 
2 
c) 64% =16 
3 
d) 16*= 


e) (=) =25 


f) 100!8=10* 


1.7. POTÊNCIA DE EXPOENTE IRRACIONAL 


Seja a um número real positivo ' : j 

O problema que aqui se coloca é dar para a”, onde x é um número 
irracional, uma definição justa, que respeite as regras de cálculo usuais das 
potências. 


Vejamos um exer. plo: como definir 229 


Como «/2 é número irracional, 22 não tem significado se considerarmos 
apenas as definições vistas até aqui. Entretanto, o processo para a definição de 


2 se utiliza das potências de expoente racional. 
30 « 


Inicialmente, observe que se r e s são números racionais e r < s tem-se 
2" < 2º, parece razoável que essa propriedade se mantenha quando definimos 2* 
para x irracional; assim, se re s são racionais e: 


r<v2<s 
então devemos ter: 


F<êca (1) 
Consideremos agora as sucessivas aproximações racionais de 2: 
: 14 <v2<15 
141 <v2<1,42 
1,414 <v2<1,415 
14142 <v2<1,4143 
141421 <v2<1,41422 


;o) conjunto de desigualdades acima e a conclusão (|) permitem-nos deduzir 
que 2'2 também satisfaz a um conjunto de desigualdades: 
at <22 cos 
2441 <p? <p 
quis co 21415 
qtétso od2 cquatas 
quatazi co? cgi4i42 


No conjunto de desigualdades acima, substituindo as potências de expoente 
racional por aproximações decimais, obtemos uma sequência de intervalos de 
amplitudes cada vez menores: 


2,639<22 2,829 
2,657 <22 2,676 
2,664 <22 < 2,667 
2,665 <22 < 2,666 


Observe que o número Ha pertence a todos os intervalos da sequência, e 
que à medida em que os intervalos vão se sucedendo, vamos obtendo 
aproximações, por falta e por excesso, que nos dão uma avaliação cada vez mais 


precisa para 22, 


A construção acima nos dá uma aproximação para 22 com três casas 
decimais: 2,665. 


O procedimento descrito acima para definir 22 pode ser ampliado para a 
definição de a”, onde a é um número real positivo e x é um número irracional. 
Para isso, suponhamos a > 1, e consideremos duas sequências: 
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Uma, crescente, constituída por números racionais menores do que x: 
“ ' Pts Vê; 13, secs Miguss » 
A outra, decrescente, constituída por números racionais maiores do que x: 
S1, S2, Sa, ... Sn, ... 


As duas sequências devem ser construídas de tal forma que as diferenças 
S1-I4, S2- 2, S3— 3, ..., Sn — In... Sejam cada vez menores, isto é, aproximam-se 
de zero. à 

Então, o conjunto de desigualdades: 


M<X<s 


gera, para a > 1, o conjunto de desigualdades: 
at<a”<a% 


a? <a! <a*2 


Observe que as potências de expoente racional: 
at,a2,a8,... 


são aproximações “por falta” de a”, e que as potências de expoente racional 
a%t,a%2,28,... 


são aproximações “por excesso” a”, 


Note também que, à medida em que o número irracional x é “cercado” por 
intervalos de amplitudes cada vez menores: m < x < sn, a“ é “cercado” pelos 


correspondentes intervalos: a" <a” <a”,. também de amplitudes cada vez 
menores. Diremos, então, que tais intervalos de extremidades a” e a” vão 


definir um número que é a” 
Para 0 <a<1,a definição de a*, x irracional, é análoga. Apenas, como 


0<a<1,a desigualdade: m < x < Sn gera a desigualdade: a” > a* > an, 


Observações 
1º) Se x é um número irracional positivo, definimos: 
&=0 
2º) Para todo número irracional x, define-se: 
1*=1 


3º) Sea <0 e x é número irracional, o símbolo a” não está definido. 


4º) Para as potências de expoente irracional são válidas as propriedades 
usuais das potências. 
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Exercícios Propostos 


1.63) Simplifique: 
a) 02-48 478.78 


[os 
a5v812s 
E) (am)? 9.3? 


ant av as Jº 
gu . gls 


1.64) Com auxílio de uma “calculadora” construa uma sequência de intervalos que 
define 32, Dê uma aproximação de 32 com três casas decimais. 


1.8. POTÊNCIA DE EXPOENTE REAL 


Com as definições vistas até aqui, para o número real positivo a e para o 
número real x, qualquer, fica definido o número a*, isto é, uma potência de 
expoente real. 

Note que para a definição de a”, com x real (racional ou irracional) há uma 
forte exigência: a > 0. 

Qbserve também que se a > 0, então a* > O para todo x real. 


Propriedades 


Sejam a e b números reais positivos e x e y números reais quaisquer; 
valem as seguintes propriedades: 
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A 


Capítulo 
A indução 


2.1. O QUE É A INDUÇÃO? 


Podemos responder à pergunta dizendo que a indução é um processo de 
raciocínio, que faz a passagem de hipóteses ou conhecimentos particulares para 
conclusões gerais. 

As ciências naturais utilizam-se daquilo que denominamos indução empírica. 
Esta, de uma série de observações particulares de um certo fenômeno, estabelece 
uma proposição geral que deve reger todas as possibilidades do fenômeno. 

As leis gerais determinadas pela indução empírica não são providas de um 
grau absoluto de validade. O grau de certeza com que se estabelece uma lei 
depende do número de experiências feitas, bem como de confirmações posteriores 
do mesmo fenômeno. 

Nas ciências naturais, em geral, um raciocínio desse tipo é plenamente 
convincente. Por exemplo, quando uma pessoa diz que “Todo homem é mortal”, 
esta afirmação tem toda a certeza possível, dado o número enorme de 
confirmações que esta proposição teve através da História. Porém, o caráter desta 
proposição não é o mesmo que o de uma afirmação ou teorema demonstrado por 
meio de raciocínios puramente matemáticos. 

Poder-se-ia dizer, então, que na Matemática a indução não se aplica como 
raciocínio válido, pois esta ciência não se satisfaz com os “graus de certeza”, 
obtidos pela indução empírica. Essa é, porém, uma idéia errônea. É verdade que a 
meta que se procura atingir na Matemática é a forma dedutiva e axiomática, na 
qual os fatos e conceitos se apresentam interligados perfeitamente, de acordo com 
uma sequência lógica. Tal meta, entretanto, só pode ser atingida mediante todo um 
processo construtivo para o qual contribuem decisivamente a sensibilidade, a 
intuição e a experimentação. Com isto, queremos dizer que mesmo numa ciência 
exata como é a Matemática, ocupam lugar de destaque a contribuição da indução 
empírica, a imaginação que inventa e a construção experimental, elementos que 
constituem a força diretriz e motora mediante a qual pode ser atingida a meta final: 
a forma cristalizada de estrutura axiomática e dedutiva. 

Um exemplo de como se pode utilizar a indução na Matemática é o 
seguinte: suponha que desejamos uma fórmula que nos dá o valor da soma: 


S9=2+24242t4..0.+2, 
para qualquer valor inteiro positivo de n. 
Essa soma apresenta os valores seguintes: 


Paran=1:S,=2 
Paran=2:82=2+22=6 
Paran=3:S,=2+22+2º=14 
Paran=4:S4=2+22+2º+2º =30 
Paran=5:85=2+22+2º+2*+2º=62 
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Por meio de experimentações sucessivas, O matemático “achou” a fórmula: 
Sn=2(n=17+n], 
a qual nos fornece: 


Paran=1:S;=2 (satisfaz!) 
Paran=2: So = 2[12+2]=6 (satisfaz!) 
Paran=3:S3= at? +3] = 14 (satisfaz!) 


É de se supor, então, que esta é a fórmula geral procurada. Puro engano! 
Isso não é verdade, pois para n = 4 tem-se: 
. Ss=2[32+4]=26 
valor diferente do real, que é S4 = 30. 
Concluímos, então, que a fórmula encontrada satisfaz paran = 1,2e 3, mas 
não satisfaz em geral. Ê 
Com o prosseguimento das tentativas, encontrou-se a expressão: 


nº -6nº +23n2 -18n+12 
pr” 6 
que fornece valores corretos para n = 1, 2,3,4e 5, mas para n = 6 não satisfaz. 

Com esse processo, o matemático consegue se aproximar cada vez mais da 

fórmula geral, Num dado instante, após muita pesquisa, chegou-se à fórmula: 
Sn=2""-2 
que se mostrou válida, por exemplo, de n = 1 até n = 1 500. 

Podemos, então, afirmar que esta é a fórmula procurada? 

Não! O fato de uma expressão ser válida para um número bastante grande 
de casos particulares não significa que ela seja válida para todos os casos. Quem 
poderá garantir que para um valor de n superior a 1 500 não vai falhar a expressão 
encontrada? 

Do exemplo discutido acima tiramos uma conclusão simples, mas 
importante: 


s 


“Uma proposição pode ser correta para um número bastante grande de 


casos particulares e ao mesmo tempo pode ser falsa em geral.” 

É justamente neste ponto que se distanciam a Matemática e as ciências 
naturais. Se o problema discutido acima fosse restrito ao campo da Sociologia, por 
exemplo, poderíamos afirmar que a expressão encontrada é válida “com uma 
determinada porcentagem de certeza”. Tal certeza será maior ou menor, conforme 
seja o número de casos particulares examinados. 

A Matemática não se satisfaz com essa “porcentagem de certeza”. Ela exige 
certeza absoluta. Dessa maneira, temos que provar rigorosamente que a fórmula 
encontrada é válida para todo n. a 

O que se pode concluir, após esta discussão, é que a construção 
experimental foi útil para se encontrar uma fórmula, sobre a qual recaem suspeitas 
de que é de fato a expressão procurada. A prova, a demonstração rigorosa, que vai 


selar a questão, é dada dentro da Matemática por um processo especial de . 


raciocínio que se denomina INDUÇÃO MATEMÁTICA. 
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2.2.0 MÉTODO DA INDUÇÃO MATEMÁTICA 


Tomemos o exemplo discutido r.o item anterior. 
q Por meio de um processo intuitivo conseguiu-se uma possível fórmula para 
exprimir a soma: 
n=2+4+2 422428 4+.,.42 
Presume-se que seja: 
Sn=2""—2 


Surge, então, a seguinte dúvida: temos uma proposição que se mostrou 
correta em muitos casos particulares; é, no entanto, impossível verificar todos os 
casos particulares. Como podemos saber se a proposição é correta em geral? 

Quando uma proposição depende dos números naturais, o método da 
Indução Matemática constitui um eficiente instrumento para verificar a validade da 
proposição no caso geral. Para aplicar a Indução Matemática é necessário 
demonstrar dois teoremas: 


Teorema 1: A proposição é válida para n = 1 


Teorema 2: Se a proposição for válida para n = k, então, ela também é válida 
para o caso seguinte, n=k + 1 


Vamos, então, demonstrar que é válida para todo n a proposição: 
242424... 4+N=9"t!.2 


Teorema 1: A proposição é válida para n = 1. 
Para demonstrar este teorema, basta fazer uma verificação direta. 
Para n = 1, temos: 
(1º membro) = 2 
(2º membro)=22-2=2 


Teorema 2: De acordo com o enunciado deste teorema, devemos supor 
(HIPÓTESE) que a propriedade é válida para um certo valor n = k, e provar (TESE) 
que, então, ela também é válida para n = k + 1. 

Hipótese: 2+22+2) +... 42H =961..92 

Tese:2+2 +24. + +96! =962..9 


Demonstração 


- Vamos somar aos dois membros da expressão da hipótese o número a 
resulta: ; 


24224284... 426 pt MI 2 get 2.9 2 get 2 


1º membro da tese 2º membro da tese 


Os dois teoremas foram provados. Podemos então dizer que 
2 S=2"-2 
paratodon,neN*. ' 
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Observações 


13)Para o aluno é um tanto difícil convencer-se da eficiência da 
demonstração. Porém, com um pouco de reflexão sobre o que foi feito, 
podemos atingir um acordo. 
Inicialmente, devemos notar que não seria possível verificar, 
- experimentalmente, a proposição para todos os números naturais. o 
Teorema 1 corresponde à verificação experimental para o 1º caso: n = 1, 
O Teorema 2 permite passar de um caso para o seguinte. Assim, por 
exemplo, como a proposição vale para n = 1, então, podemos 
imediatamente concluir que ela também vale para n = 2 (Teorema 2). 
Fica, assim, provado que a proposição vale para n = 2, mas sem 
necessidade de uma nova verificação experimental. Retomando o 
raciocínio, temos: a proposição vale para n = 2, então vale também para 
= 3 (Teorema 2). Perçgebe-se assim que, por aplicações sucessivas do 
Teorema 2, qualquer natural poderá ser atingido, sem necessidade de 
verificar experimentalmente. 


Intuitivamente, o método pode ser entendido com um artifício muito simples: 
suponhamos que temos soldadós de chumbo coiocados em fila, que começa por 
um deles e prossegue indefinidamente 


Como podemos ter certeza de que, derrubando o primeiro deles, todos os 
soldados cairão? 
Para isso, basta provar que: 
1º) O primeiro soldado cai. 
2º) Os soldados estão situados de tal modo que toda vez que um qualquer 
deles cai, automaticamente, golpeia e faz o soldado seguinte cair. 


Assim, mesmo que a fila se estenda indefinidamente, podemos afirmar que 
todos os soldados vão cair. 


2º) É importante notar a necessidade da demonstração dos dois 
Teoremas: 1 e 2. É claro que não basta o Teorema 1: a simples 
verificação de um caso particular é insuficiente. 


Do mesmo modo, não basta a demonstração única do Teorema 2. 


3º) Na demonstração do Teorema 2, a passagem do caso n = k para o caso 
n=k+ 1 é equivalente à passagem do cason =k-— 1 parao caso n=k. 


Em cada problema escolhemos aquela que mais facilitar os cálculos 
algébricos. 


42) Em alguns problemas a proposição dada é válida a partir de um certo 
“ número natural no. Nesse caso, o Teorema 1 é a verificação para n = no. 
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Exercícios Resolvidos 


2.1) 


2.2) 


Prove que a soma dos n primeiros números inteiros e positivos é not, 
Solução 
Devemos demonstrar que: 

1+2+3+..+n = Sn+d 


Teorema 1 
Para n = 1 tem-se: 
(1º membro) = 1 


(2º membro) = 2 =1 


Teorema 2 
Hipótese: +2+3+..+k= lia ) 


Tese: 1+2+3+.+k+(k+1)= ferver? 


Somando aos dois membros da hipótese o número k + 1, obtemos; 


14243 +. +k (ka) = MED qe) 
fe reb ate LS 


1º membro da tese 


=(6en(5 0 1)- (k +41). K+2 2 = Setter 2) 


2º membro da tese 


Observe que neste problema não foi necessário “adivinhar” a fórmula; ela foi 
dada no próprio enunciado. 


Vamos escrever em ordem crescente os números Ímpares positivos: 
À BUD, fg uva 
Chamemos o primeiro de |;, o segundo de n,, o terceiro de ug etc... 
=1u2=3 43 =5, n4=7,.. 


Surge, então, o seguinte problema: “encontrar uma fórmula para o número 
impar genérico nu, , expresso em função de n”. 


Solução 

Podemos escrever: 
m=2:1-1 
H2=2:2-1 
Hg=2:3-1 


Se examinarmos cuidadosamente as três igualdades, seremos levados a 
crer que para se obter o n-ésimo número ímpar, un, é preciso multiplicar n 
por 2 e subtrair 1: “ 

Un = 20 — HE 
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2.3) 


40 


Vamos provar que essa fórmula é verdadeira. 


Teorema 1: A fórmula é válida para n = 1. De fato, vimos que 
m=2:1-1 = 1(é0primeiro ímpar positivo!) 


Teorema 2: Hipótese: w = 2k — 1 
Tese: um= 2(K+ 1) =1=2k+1 


Somando 2 aos dois membros da hipótese: 
Wt2= (2kK — 1) +2 


Observando que para se obter o impar mm basta somar 2 ao impar 
“anterior! us tem-se na igualdade acima: 
ns + A, 


que é a tese. 


Calcular a soma dos n primeiros números ímpares positivos: 
Sn=1+3+5 +.+(2n= 1) 


Solução 


Já existem fórmulas na Matemática que resolvem o problema acima. 
Entretanto, o nosso interesse não é usá-las, mas descobri-las através da 
indução. Para isso é necessário inicialmente estabelecer uma hipótese, isto 
é, simplesmente tentar “adivinhar” a resposta. 

Dando valores particulares a n obtemos: 


S,=1 
S2=1+3=4 
S4=1+3+5=9 


S4=1+3+5+7=16 
S5=1+3+5+7+9=25 


É fácil notar que S4 = (2, S= ? Ss & SE 42,... o que nos faz “acreditar” 
que em geral: 
A Sn= nº 


Vamos provar que esta fórmula é verdadeira. 


Teorema 1: A fórmula é valida para n = 1: 
s=1=1 


Teorema 2: Hipótese: Sk=1+3+5+..+(2k-—1)= k 
Tese: Skm=1+3+5+..+(2k=— 1)+ [2(k+1)-1] =(k +17 
ZM : 
Somando aos dois membros da hipótese o número [2(k+1)-1]=2k+1 
obtemos: 
14345+.. 4 (KA) 1] =K2+2k 41 (+ 12 


2º membro da tese 


1º membro da tese 


2.4) 


2.5) 


Estudar, para ne N*, a validade da desigualdade: 
2">2n+1 

Solução 

Vamos examinar alguns casos particulares: 

n=1:2>2:1+1,é falsa 

n=2:2>2:2+1, é falsa 

n=3:2>2:3+1, é válida 

n=4:2">2:4+1, é válida 


por levados a crer que a derigualdade é válida para n > 3. Vamos prová- 
a. 


Teorema 1: Para n = 3 está verificado 


Teorema 2; Hipótese: 2º > 2k + 1 
Tese: 2º! > 2(k+1)+10u2!>2k+3 


Multiplicando os dois membros da hipótese por 2: 
2*.2>(2k+1)-2 
281 > 4k+2 
Mas,4k +2=(2k+3)+(2k-1), e como 2k-1 >0, poisk > 3 tem-se: 
o 4kK+2>2k+3 
Logo:2º >2k+3 
Demonstre que para todo n, ne N*, o número: 
An E 412 É 4221 
é divisível por 133. 


Solução 
Teorema 1: Paran = 1 
M=11º+12º=3059=133:23 


k+2 2k+1 


Teorema 2: Suponhamos que As = 11“ + 12 seja divisível por 133. 
Vamos provar que Axe, = 118º + 12281 6 tambem divisível por 133. 


Temos: 

Apa 1182 qqr Age q20! 02 

Como t2= 144 = 133 + 11, segue-se que: 

N pe k+ aki + 

Aa = 1 A 2 (133411) = 118 Peá + 122881. 44 4 4228! 1395 


k+3 2k+3 


=11-[118+2 + 42841) 12% +1.433 
ia o 
divisível por 133 por hipótese. 
As duas parcelas são divisíveis por 133, e daí a tese. 
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Exercícios Propostos 


Parane N*, nos exercícios de 2.6 a 2.12, prove as proposições indicadas: 


2.6) 


Bi) 


2.8) 


2.9) 


2.10) 


2.141) 


2.12) 


2.13) 


2.14) 
2.15) 


2.16) 


2.47) 


2.18) 
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2+4+6+..+2n=n(n+1) 


Peas * nê = Mn+(2n+1) 
” 1 
-4(h- E = -3P(n-— 
t+s+ 144,4 (Ah) (AO (0-2) (5 > 8) 
1242-343: 4+.4+n(n+1)= MOtntd) 
14444 1 n 


T2 "2.3" 3.4 *-* nao am n+1 


1 BEPAR A A ont= (o MED 


= agua 
2 2 2 2 2 


Ache a expressão geral dos números xn, sabendo-se que x, = 1 e que para 
todo natural p, p > 1, Xp = Xp-4 : 2. Com a Indução Matemática, demonstre a 
validade da resposta. 


Estude a validade da desigualdade: 2" > n2, 

Desigualdade de Bernoulli. Sendo a > —1 e n inteiro positivo prove que: 
(1+ af >1+na 

Se ne N* demonstre que 10” — 1 é divisível por 9. 

Se ne N* demonstre que nº + 5n é divisível por 6. 


Se ne N* demonstre que 227"! 32 + 1 é divisível por 11. 


Exercícios Suplementares 


It) 


40) 


111) 


1.12) 


Os números reais a e b são positivos; m, n, p, re q são números inteiros. 
Simplifique a expressão: 


nr 


Sejam a, b, c, x, y e z números reais positivos, dos quais a, b e e são 
inteiros. Demonstre que se b é média aritmética entre a e c, e y é média 
geométrica entre x e z então: 


Calcule o valor da expressão y = 


a) x=2+)3 


Considere a expressão y=,(x+1) -J(x-1) . Quais são as diferentes 


formas que ela pode assumir segundo os valores de x? 


Racionalize o denominador da fração E ERETÃ 
+ 


Se g(x)=X prove que Edit) a parax>0,a>0ex za. 
x-a vx + Ja 

As raízes da equação ax +bx+c=0são ae p. Para ne N* toma-se: 

Sq=0"+ p', 


Demonstre que a: Sn2 tb: Sn +C'Sn=0 


Para neN*en 22 prove querer too A 


J3 Jn 
Arns] hi e Re 
Demonstre que a/ã +b' J- a(a+b) ,s para ne N*,comae b positivos. 


Traçando n retas em um plano, não se pode dividi-lo em mais do que 2” 
“partes”. Demonstre. 


Para todonem N, n>2, prove que: 
2138-14-40 ni on+1 


o a 


Estude a validade da desigualdade: nº < 2º. 
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Capítulo 3 — Sequências 


Capítulo 4 — Progressões aritméticas 


Dd 


Capítulo 5 - Progressões harmônicas 
Capítulo 6 Progressões geométricas 


COCO PCC UC UCOS 


Capítulo 


Sequências 


3.1. INTRODUÇÃO 


Neste item apresentaremos de modo informal o conceito de sequência. Mais 
adiante definiremos sequência como sendo um tipo especial de função. 
É comum necessitarmos colocar “em uma certa ordem” os elementos de um 
conjunto. Com essa “ordenação” obtemos o que se denomina uma sucessão ou 
uma sequência. 

Por exemplo, Os dias da semana poderiam ser drderiados assim: 


segunda-feira 1º dia 
terça-feira 2º dia 
quarta-feira 3º dia 
quinta-feira 4º dia 
sexta-feira 5º dia 
sábado 6º dia 
domingo 7º dia 


Embora uma sequência possa ser formada por elementos quaisquer, neste 
livro vamos nos interessar apenas por sequências de números reais. 


Exemplos 
: : ME A 
a) Consideremos a sequência (10 -8: 2; 5; 3) 
Podemos dizer que: 


primeiro termo é 10 
o segundo termo é -8 


o terceiro termo é «2 
o quarto termo é 5 


o quinto termo é A 


diferentes. 

É usual representar o i-ésimo termo de uma sequência por a; (ou bj Ou c; 
etc). Assim: 

a4 representa o primeiro termo 
. a» representa o segundo termo 

as representa o terceiro termo e assim por diante. 
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Exemplo 
Na sequência (4;,-2;1;0) temos: 
a=4a=-2,a3=7,84=0 
Os 'exemplos que demos até agora são de sequências finitas, isto é, têm 
um número finito de termos. Mas podemos ter também sequências infinitas, isto é, 
sequências que têm número infinito de termos. 


Consideremos por exemplo, a sequência dos números naturais pares, 
ordenados em ordem crescente. 


(0:2:4,6;8;..) 
Esta é uma seguência infinita. 


3.2, FUNÇÃO 


Vamos lembrar neste item o conceito de função. 

Consideremos dois conjuntos não vazios A e B. Uma função de A em B é 
um conjunto f de pares ordenados (x; y), com x e Ae y « B, satisfazendo a 
condição: 


Exemplos 


a) Sejam os conjuntos 
A=(2,3,5;7)eB=(89; 15; 13;20; 70). 
Consideremos o seguinte conjunto de pares ordenados: 
f=((2, 9): (3; 15); (5; 20) (7:70) 

Este conjunto pode ser representado por um diagrama de flechas, 
como vemos ao lado. O conjunto f é uma função de A em B, pois cada 
elemento de A está relacionado com um único elemento de B. No 
conjunto A não pode “sobrar” elemento sem correspondente em B, 
enquanto que em B pode “sobrar” elemento sem correspondente em A 
(no nosso exemplo-“sobram” em B os números 8 e 13). 


A B 


b) Consideremos os conjuntos 
A=(3,6;8)eB=(7;4/11). 
* Seja o conjunto 
f=((3, 11); (8: 4). 
48 o 


O conjunto f não é uma função de A em B pois “sobra” no conjunto A o 
elemento 6 sem correspondente em B. 


c) Sendo A=(1;2:3/e B= (4; 8; 10) considere o seguinte conjunto g: 
g=((1, 4); (2; 4); (3; 10)) 
-—QO conjunto g é uma função de A-em B. O fato de haver.dois elementos........... 
de A (os números 1 e 2) com o mesmo correspondente em B (o número 
4) não contradiz a nossa definição. 


A B 


j 


8 | 


10 


d) Sendo A=(2;5;9he B=(8;6; 10; 12) consideremos o conjunto: 
h= (2; 8); (5; 6); (5, 10); (9; 12)) 
O conjunto h não é uma função de A em B, pois há um elemento de A (o 
número 5) que está em correspondência com dois elementos distintos de 
B (os números 6 e 10) e, de acordo com a definição de função, a cada 
elemento de A deve corresponder um único elemento de B. 


Observações 


Consideremos uma função fde AemB. Temos: 
1º) o conjunto A é chamado de domínio de f, sendo representado por 


D(f 
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Consideremos o conjunto E = (1; 2; 3; 4) e a função f dada pelo diagrama de 
2º) o conjunto B é chamado de contradomínio de f, sendo indicado por flechas: = IR 
cD(f ç - 


- E 
3º) se o par ordenado (x; y) pertence à função f dizemos que y é a imagem - 


de x pela função f e escrevemos: 
y = fx) 
4º) o conjunto de todos os eiementos de B que são imagens de. algum 
elemento de A é chamado conjunto-imagem de f e é indicado por: 


UR 


5º) algumas notações usadas para dizer que f é uma função de A em B são: f(2) 
: f(3)= 
fiA-sSB REA 
A-—LsB | ss (4) = BA 
ro É --Esta função é -uma-seguência finita: : me 
Exemplo E Podemos também usar a notação dada no item 3.1 e escrever: 
Consideremos os conjuntos A = (1;3;7;8)e B=(2;4;7;9;10;12esejaa 4 h=7,b="Gh=a.b= 3 


função fde Aem B: À k Consideremos uma sequência f de domínio E = (1; 2; 3:...; k). Podemos 
f=((1,2); (3,7); (7; 10); (8; 12)) ] representá-la por 


A a B (ECT; FB): FB: TI) 
k ou então por (f,)..e 


ou ainda por (f,) 


isnsk 


onde fn é o termo geral 


As imagens costumam ser chamadas de termos da sequência e diremos 
que: 

f(1)é o 1º termo 

f(2) é 0 2º termo 

f3)6 03º termo 

etc. 


" No lugar de f(1), (2), (3), ... podemos escrever fi, fo, fa, ... 
O dominio de fé: D()=(1;3;7,8)=A : . ê 
O contradomínio de f é: CD(f) = (2; 4,7;9:10;12)=B o - É . - — Exemplo 


O conjunto-imagem de fé: Kf) = (2; 7; 10; 12) É Seja E=(1:2;3;4;5)e a função a de E em R dada por a(x) = 4x 
Para dizermos que a imagem de 1 é 2 escrevemos: : ' . Ro rece xe 


— (ja Es Ê Se : E AT NAIR e 
E ; 


3.3. SEQUÊNCIA FINITA 


Consideremos o conjunto E = (1; 2: 3; ..: k) também indicado por 
E = (neN| 12n>k). Chamamos de sequência finita qualquer função de E em 
R (R é o conjunto dos números reais e N é o conjunto dos números naturais). 


Exemplo 
50 é 


0000000000000000000000000000000000 


— 24 MEIOS E EXTREMOS por inÊS A, EE, 


al)=4(1)=4 
a(2) = 4(2)= 

a(3) = 4(3) = 12 
a(4) = 4(4) = 16 
a(5)= 4(5) = 20 


Ésta função é uma sequência finita que poderá ser representada por - 
(4; 8; 12; 16; 20) 
Podemos também escrever: 
a=4 
a=8 
as = 12 
a =16 
- B5=20... EEE 


Esta sequência tem 5 termos onde 


4é o primeiro termo 
8 é o segundo termo 
12 é terceiro termo 
16é0 quarto termo 
20 é o quinto termo 


Consideremos a sequência 


(ar; az; as; ...: Aki ...i api... Bn) 


Onde ax, ak. ax+2:..., ap São termos consecutivos. 
Em certos casos será útil, observar que, de ax até ap, O total de termos 
(contando com ax e ap) é igual a 


(31) 


Exemplos 


a) as; ay; às; Ag; à: As 6=8-3+1 


termos 
Db) dog; Aos: poi Boa: Ros 
EO padrao Dona 

S termos 


5=24-20+1 


Consideremos a sequência finita 
(ariazas...; an) 
Os termos a; e an são chamados extremos da sequência; os outros termos 
são chamados de meios. 


Dois termos são equidistantes dos extremos quando o número de termos 
que antecedem um deles é igual ao número de termos que sucedem o outro. 


Exemplo 


. sequência finita: 


Consideremos a sequência 
(ay ap; às; de; 85) à6; ày; Ap; 2,) 
a; e a, são os extremos 
a, € a; são equidistantes dos extremos 


a; e a, são equidistantes dos extremos 
a, & a, são equidistantes dos extremos 


Suponhamos que as e ap Sejam termos equidistantes dos extremos da 


(ar; az)... Bki... + Bn) 
Então devemos ter (de acordo com a comia 3. 1) 
k-1+1=n-p+1 
isto é, 


(3.2) 


Assim, no exemplo antérior, as e az são termos equidistantes dos extremos 
a; e ao. Temosentão:3+7=1+9 


3.5. SEQUÊNCIA INFINITA 
Seja N* o conjunto dos números naturais diferentes de zero: 
Nt=(1,2;3,..) 
Chamamos de sequência infinita qualquer função de N* em R. 
Exemplo 


Consideremos a função de N* em R dada por f(n' =4n+3 


()=40+3=7 

f2)=4(2)+3=11 
H3)=4(3)+3=15 
(4)=4(4)+3=19 


Esta é uma sequência infinita que pode ser representada por 


(7; 11,15, 19...) 
Dada uma sequência infinita f podemos representá-la por 
(farta: ) 


«ou por 


(hem 
ou simplesmente por: (fr), onde fh é o termo geral. 


3.6. RECORRÊNCIA 


Para determinarmos uma sequência, além dos processos apresentados nos 
exemplos anteriores, podemos usar o processo de recorrência. Tal processo 
consiste em dar o primeiro termo (ou os primeiros) e uma sentença aberta que 
permita calcular cada termo em função do anterior (ou dos anteriores). 


Exemplos 
a) Consideremos a sequência infinita tal que a; = 5 e para todo n > 1 tem-se 
an=anm+3 
Vemos que cada termo an da sequência é igual ao anterior an, somado 


com 3. ; 
a=2,+3=5+3=8 , 

a =8,+3=8+3=11 
aq=a,+3=11+3=14 


E: 


Portanto, a sequência pode ser representada. por: 
(5;8:11;14/..) 


b) Consideremos a sequência f de domínio E = (12; 3; 4; 5; 6) tal que f; = 3, 
fp =7 e cada termo, a patir do terceiro, é igual à soma dos anteriores. 
Temos: 


b=+6=3+7=10 
t=t+6b+f,;=3+7+10=20 
fs=h+b+f+f,=3+7+10+20=40 
fe=t+b+b+h+tf;=3+7+10+20+40=80 
Assim a sequência é: (3; 7; 10; 20/40; 80) 


“C) Seja à seguência infifiita talque: 


a = 1t8.2 (n>3) 


. Vemos que cada termo dessa sequência (a partir do terceiro) é igual à 
soma dos dois anteriores: + 


. 


3.1) “Consideremos a sequência 


aq=a+ra,=1+1=2 

ag=agta=2+1=3 

ag=a,ta;=3+2=5 
laç=açtaç=5+3=8 


Temos então: (1; 1:2:3;5; 8...) 


Esta sequência é chamada sequência de Fibonacci e tem importantes 
propriedades. “Fibonacci” é o nome pelo qual ficou conhecido um importante 
matemático chamado Leonardo de Pisa, que viveu entre 1180 e 1250 
aproximadamente. ('Fibonacci" significa filho de Bonaccio.) 


Exercícios Resolvidos 


(an) (<xns4 
definida pelo diagrama abaixo: 


Esboce o-gráfico dessa sequência. 


Solução 
Os pares ordenados que formam a sequência são: 
(1;-3); (2; 10); (3; 4); (4: 3) 
Representemos esses pares num sistema de coordenadas cartesianas. 


mai anau mn aro amando 


poi 


Ads 


tm) 
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000000000 0000000000000000000000008 


00 00000000000 


00000000000060 


I 
| 


3.2) 
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Ds 


Escreva os 4 primeiros termos das sequências infinitas dadas por: 
n 

9 n=57 

b) en=(-1" 


Solução 


a) a=—— 


) 


como 


— 
noJj— 


pj 
o] 
sa 


H 
ojh Bjo cin 


(n>3) 


Solução 


a) a =4 an = an +2n 
a=a1+2(2)=4+4=8 


ag=a2+2(3)=8+6=14 


aq=a3+2(4)=14+8=22 


as=a4+2(5)=22+10=32 


(4; 8; 14; 22; 32;..) 


b) Res 

- laç=2a,4+4 
a=2a1+4=2(03)+4=-2 
as=22a2+4=2(-2)+4=0 
a =2a+4=20)+4=4 
as=2u+4=2(4)+4=12 
(-3;-2: 0; 4; 12:...) 


co) ja= 
a,=22,/+3a,5 
as=282+3aj= 2(3) + 3(2) = 12 
as=223 + 3a2=2(12)+3(3)=33 
as = 294 + 3a3= 2(33) + 3(12) = 102 
(2; 3; 12; 33; 102;...) 


34) Seja a sequência infinita cujo termo geral é 
an=3n-4 

determine: 

a) as 

b) am 

e) az 


Solução 


a) a=38)-4=24-4=20 
b) A EBRE IMEKEBOAEGK-1 


Tê 
AS 


3.5) Dê os termos gerais das seguintes sequências: 


a (1.2,3,4.5. ) 
2'3'4"5'6'7 


Qu ALAS O BA QM ma 7 
pf DM f 


e) (3 3.5.7.9. 


CCN 
b) (2;4:6; 8; 10;12:...) 9 (PO) 
“(123,4.5 
(2: 4; 8; 16; 32; 64;... ED 
GR E O : (5 4876" 32 


d) (1,3,5;7/9/115..) 
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Solução Assim: 


2a+2b=0 
a-b=1 


Resolvendo este sistema obtemos a = à eb= -5 
Portanto, para todo ne N* vale: 
1 
Rá Ão ua 2 
(2n-1X20+1) | 2n+1 


Queremos calcular a; + a2 +... + an, isto é: 

ê E ds d gta 1 ++ L 

Ear ei a, 133.5 5.7 7.9" nar 

" (2n-1)(20n+1) E 

a) Escreva os 4 primeiros termos dessa seguência. 

b) Determine as constantes a e b tais que, para todo ne N* 
- Ab 

"2 2n-1 2n+1 


Considere a sequência infinita dada por 


a, 


c) Calcule o valor da soma 
ataz+.. tan 


Solução 


a) a,= t 


1 
R-92+) 


=E2677 E É Bans) ano” 
Ê 4 E 
RCE CE 


Assim, a sequência é: Adicionando membro a membro essas igualdades, vários termos vão se 


cancelar, € ficaremos com: 


1 


1.44 
T3's5 57! tela É 2 


o 4 <8 (br cane abnt) E 1 
ea nam +07 (n-MBn+) 


7) Considere a sequência infinita derinida por” 7 
E 

- 2na+a+2nb-b (2a+2b)n+(a-b) E an=n 

“(Qn-MQn+) (Qn-1(2n+1) : e seja (bn) uma sequência dada por: 

Para todo ne N* devemos ter então: 
(2a+2b)n+(a-b) i : SiS aba Cs 

— E AEE TOO ATL ; a) Escreva os 6 primeiros termos de (an). 

(Qn-lBn+1) (2012041) b) Escreva os 5 primeiros termos de (bn). 

c) Dê a fórmula do termo geral de (bn) em função de n. 


br=anm-& 


0000009000 0000000000000000600000008 


] 


3.8) 


Solução 


a) an = nê 
A 
ap=(2f= 
ioga 3 E 
a=4=16 
as=5=25 
aç=6"=36 
(am) =(1; 4,9; 16; 25; 36...) 


bh=am-an 


(bn) = (35:79: 114.) 


6) bn=amiman=(n+ 1 =n=nt+an+t-nê=2ndo 


ba=2n+1 


Consideremos as sequências infinitas (an) e (bn) dadas por: 


aq=4n-1 
n=2n 


e seja (Gn) a sequência infinita dada por 
CG =, 


a) Escreva os 8 primeiros termos de (an). 
b) Escreva os 4 primeiros termos de (bn). 
c) Escreva os 4 primeiros termos de (cn). 
d) Dê o termo geral de (cn) em função de n. 


Solução 


Car=4(7)-1=27 
aç=4(8)-1=31 
(an) = (8: 7; 117 15; 19,23: 27:31...) 


b) br=2n 
=21)=2 
bp=2(2)=4 
ba=2(3)=6 
bs=2(4)=8 
(bn) = (2; 4:6,8;...) 


0) =, 
G=a=a,=7 
G=ap =a,=15 
G=a, =a,=23 
=, =8=31 
(cn) = (7; 15; 23; 31;..,) 


Cy =ap = Bon 


aq=4n- 15 ag = 4l2n)- 1=8n-1 
Assim: e 
C=an=8n-1 

C=8n-1 


Em um exemplo do item 3.6 mencionamos a sequência de Fibonacci, a 
qual é dada por: 


ja =1 
pi co nB3 
as =2n4 +2n.2 - 


Usando o método da Indução Matemática demonstre que, para todo 
neN*, temos: 


(ee 
º A 
Solução 


Teorema 1: Façamos, em primeiro lugar, a verificação paranz1en=2 


APS) nesta a 


re 


14 
J5 
142/05 +5-1+2/5-5 445 
4 a 1 
5 5 5 
Teorema 2: Vamos agora admitir que a fórmula vale paran=ken=k +16 


tentar demonstrar que isso implica no feto: da fórmula ser verdadeira para 
n=k+2, 


81 


ce) 8] 


) e Aus 


-2 


(E 


Supondo então que a formula vale paran=ken=k+ 1, temos: 


Rca 


a= RE 


Assim: 


5 


* Pela defi inição da sequência de Fibonacci temos 
ak +2= ake + a 


ECN. 


Ago = 5 


5 


te5 (EE 


(eee (ee 


É fácil observar que 


34.45 os 14,45 É 
2 2 


2 
e portanto: 


3-5. 8) 


q RE 


jts) (ee](ee) [ee] fest 


5 


“Exercícios Propostos 


a) a =3n 
b) aa=2n-1 
co) a=2n+1 


d) an= 

e) =2n46 
= 4n-1 

8 ên=En+2 


Assim concluímos que a fórmut vale paran =k + 2. 


3.10) Dê os 5 primeiros termos das sequências lia dadas por: 


3.11) Dê os 6 primeiros termos das sequências infinitas dadas por: 


a=-2 

a =38,4+2 Ina) 
a=-1 

b) ja,=5 (n>3) 


O) an=1+2+3+..+n 


3.12) Consideremos a sequência (an) dada por: 


ae 


H qro 


Determine: 
a) as 
, b) ares 
C) ax 
3.13) Seja a sequência de domínio E = (1; 2; 3, 4) dada por 
ag=n-2 
Faça o gráfico dessa sequência. 


3.14) Consideremos a sequência (an) dada por an = 2n + 3 e seja (bn) dada por 
bn = Ban + 38n+1 
Dê o termo geral by em função de n. 


3.15) Considere as sequências (an), (bn) e (Cn) definidas por: 
aq=2n+4 
by = ar 
Cn =P —Bn 


a) Dê a fórmula do termo geral de (bn) em função den. 
b) Dê a fórmula do termo geral de (cn) em função de n. 


3.16) Uma sequência infinita tem termo geral dado por 
A 
2d qua. ; 


8) Escreva os 4 primeiros termos da seguência. nro 


b) Determine as constantes a e b tais que, para todo ne Nº 
ns OE 
n(n+9) nn 
c) Dê a fórmula da soma dos n primeiros termos dessa sequência, em. 
“função de n (sugestão: veja o problema:3.6). 


9000000160000000000000000000000000 


00000000000: 


gd y | ) 
600000000C00000000000000 


3.17) Dé as fórmulas dos termos gerais das seguintes sequências: 


a) (4:6:8:10; 12.) Os números k e n são chamados limites do somatório e é fácil verificar 

b) (10; 12; 14; 16; 18; 20...) 

o) (3,57, 9115.) 

d) (9: 11;13; 15,17...) 

a) (LES 
4" 6 8'10' 

D (12,3% 48,58..) 


n 
que o número de termos de >a éigialan-k+ 1. 
i=k 


Exemplo 


E 7 
Consideremos o somatório 3a 


3.18) Consideremos as sequências (an) e (bn) dadas por isê 


aç=3n+2 
by=2n-1 


Lemos assim: 
“somatório dos a; para i variando de 2 a 7º. 


Os limites do somatório são 2 e 7, Fazendo o desenvolvimento, 
8 seja (cn) a sequência dada por c, =b,, 


a) Dê a fórmula do termo geral de (cn) em função de n. 
b) Escreva os 4 primeiros termos de (cn). 


7 
E 3a =a,+2,+8, +85 +Aç ta; E tia onde 
i=2 


observamos que há 6 termos, isto é, o número de termos é 7-2 +1. 


Propriedadi 
3.7. SOMATÓRIO priedades 


Em certos casos podemos abreviar a escrita de uma soma usando o 


a 
simbolo X (é a letra grega “sigma", que corresponde à letra S do nosso alfabeto, Ê (3.3) 
sugerindo assim a palavra “soma"), que é chamado símbolo de somatório. A - 
maneira de se usar esse símbolo será vista nos exemplos seguintes. De fato: 
E n 
Exemplos >ta +bi)=(a,+b;)+(a, +bo)+...+ (a, +by))= é 
4 l=t E 
a) Djacata rasta, z =(m+a+..+a)+(byrbo++bo)= 
ta 
7 k 
b) Djazmtastas tara, i 
i=3 « 
5 
e) DS Ti=(0+72)+7(3)+7(4)+7(5) (3.4) 


ia 


De fato: 


2 x 
d) READ tea AÇO Se E 


> ca =Caj+ca, + 
ei ua E? 


Caso Especial . | 
Sendo a uma constante, temos: 
representa a soma: ax t ak+1 +... +an 


e lemos assim: 
“somatório dos a;, com i variando de k a n”. 


84 . 


Exemplos 


a) Ze- ara+ra=3a 


» Se-a- SaeS2- Ds(a- 


t=1 ia 
Es(1+2+3)03(2 )=5(8)+3( ()- 36 


3.8. PRODUTÓRIO 
Sejam K e n números naturais comk sn. O símbolo 


representa o produto 


Exemplos 
4 
a) Ti: =a,-a, a, “84 
i=t 


FÃ 
b) | [a =a,-A'a, As ag à 


I=2 


O símbolo TI é chamado símbolo de produtório (1 é a letra grega “pi 
maiúscula). Ê a 


Propriedades 


De fato: 


n 


TI(ab) = (ao) (et 


t=1 


= (ca,)(ca2)...(ca,) = 
=(c-c-..c)(a,-a,.a,)=€! Ta 
n fatores tt 


Caso Especial 
Sendo c uma constante temos: 


- Exemplo 


Exercícios Resolvidos 


3.19) Desenvolva os somatórios: 


a) >», 
t=1 

b) Za 

; o 

c) >(0) 


i=3 


Solução 


; 5 
a) Dbi=bi+ba+ba +ba ts 
it 


3 
b) Da =a,+8,+as 
jet 


eae EE: 


ERR -=(2,80...2,) (baba. nz 


De fato: 


9 > (9) =9(3)+9(4)+9(5)+9(8) 
d) 5 (8+2)=18 (aja (e(0 2151912) 4214 16/98) 42] 


ê 


) 269 AR O DR NR DR 


00000000600000000000000000000000000 


0000000000. 


3.20) Calcule: 


a) [(-9) + 2] = [9º + 2] + [9 + 2 | + [7 Eva | + [1º +2º] = 


1+2)+(- ii aii a 
3).+ (3) + (9) + (15) =. 30 


3 2k 0 2 4 6 
1 DAVA DA 
DED3 5] 5) +(5) «(3) «(5) =hgtgtag” 
844164441 85 
84 64 


3.21) Represente as expressões abaixo usando 0 simbolo de somatório: 
a) 2+4+6+8+10 
b) UR quo 
e 


c) 34 +a +55 
d) 1+3+5+7+9+11 
Solução 


a) Ea 


t=t 


Solução 


g 

a) | [a- as às 'ag ray Agr As 
Ea 
7 


b) [= 6-96-56-937) 


Exercícios Propostos 


3.23) Desenvolva os somatérios: 
4 


ixo | usando os Simbolos de somatório ou 


d) E ). 


ist 


3.22) Desenvolva os produtórios: 


a) Ta 


taé i=4 


produtório: 
a) 4+8+12+16+20+24 
b) 3+7+11+15 


2481632 64 


Capítulo 


Progressões aritméticas 


4.1. DEFINIÇÃO 


Chamamos de progressão aritmética (PA) qualquer sequência onde cada 
termo, a partir do segundo, é igual ao anterior somado com uma constante 
denominada razão da progressão. Em outras palavra: 


Exemplos 


a) Consideremos a seguência (3; 5; 7; 9; 11). Vemos que cada termo, a 
partir do segundo, é igual ao anterior somado com 2. Dizemos então que 
a sequência é uma progressão aritmética de razão r = 2. 

b) A sequência (2; 7; 12; 17; 22; 27) é uma progressão aritmética de razão 
igual a 5. 

c) À sequência E 17; 14; 11;8;5;2;-1) é uma PA de razão r = —3. 

d) A sequência (5; 5; 5, 5; E Ê uma PA de razão r = 0. 


e) A sequência (45 Ê. 25 :8:3) é uma PA de razão r= 


f) Consideremos a PA infinita dada por: 


a=4 
a=8,472 


A razão dessa PA é r = -2 e seus primeiros termos estão representados 
abaixo: 
(4,2;0;-2,-4,-6,...) 


4:2. SEQUÊNCIAS CRESCENTES -E DECRESCENTES. 


1º) a sequência é crescente se, e somente se, para todon e E (comn> 1) 
tem-se: 
an> an-1 
2º) a sequência é decrescente se, e somente se, para todo ne E (com n > 1) 
tem-se: 
an<an-1 
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E 


0000000000 0% 


0000000 00000000 


3º) a sequência é estacionária se, e somente se, para todo n «e E (comn> 
1) tem-se: 
an=8n-1 


Exemplos: 


a) a sequência (2; 7; 20; 42; 70) é crescente 

b) a sequência (18; 14; 12; 3; -4; -20) é decrescente 

c) a sequência (8; 8; 8; 8; 8) é estacionária E 

d) a sequência (4; 6; 17; 20; 19; 18; 2) não é crescente, nem decrescente, 
nem estacionária. 


4.3. PROPRIEDADES 


Consideremos a progressão aritmética (an)ne E de domínio E e razão r. 
Valemías propriedades: Ê po 


De fato: 
APAécrescente Sa >a 1S8-1tr>a (Sr>0 


A verificação desta propriedade é análoga à verificação da 1º. 


À verificação desta propriedade também é análoga à verificação da 18 


4.4, FÓRMULA DO TERMO GERAL 


Consideremos a PA de razão r: 
(ari az as... ; ani...) 


Lembrando da fórmula 3.1 
Jdo capítulo 3, o número de 
igualdade ao lado é: 


Exemplos 


a) Podemos então escrever. 
as=a+r E 
as=a+2r 
aaza+3r 
am = at 19 
as = aq +36r 


b) É importante observar que se an = an; + rentãor = a — 3n.1, isto é, para 
obtermos a razão de uma PA, basta fazermos a diferença entre um termo 
qualquer (a partir do 2º) e o anterior. Assim, na PA (5, 12; 19, 26; 33) a 
razão r pode ser obtida do seguinte modo: 

r=12-5=70ur=19-12=7 


c) Determinemos o 8º termo da seguinte PA: (1; 3; 5:...) 
a=1 an=a+(n-1r 
r=2 


ag=a,+7r=1+7(2)=15 
Tomemos novaments a PA de razão r: 
vo (ana Ani), 


Podemos escrever: 


O total de igualdades-ao lado é: 
n-(k+1)+1 . 

ou n-k-1+1 

ou:n—k 


Somando membro a membro essas n - k igualdades, teremos: 


ag=a ti+L+Ht+ + 
a SEA SSD 
(n-k) parcelas 


A=24Mtent CO 


Somando membro a membro essas n — 1 igualdades teremos: 


aq = +I4I+P+ + 
Sem mi, 
(n-1) parcetas 


A fórmula 4.1 é um caso particular da fórmula 4.2. 


Exemplos ; 
a) Podemos escrever: 
ap=as+(20-3)r=az+17r 
aso = as + 35r 


5) Consideremos uma PA em que a; = -9e r = 4 e calculemos ass. 
as=ar+t8r=(-9)+8(4)=-9+32=23 


Solução 
A fórmula 4.2 foi estabelecida para n > k, mas é fácil perceber que ela vale : á 
também para n < k. Assim, por exemplo, podemos escrever: . E a) an=2n- 
as=as+(5-9)r=as—4r Í É b) o 
as= az +(3-20)r=azgo- 17r t É RE 
az = aso— 23r É as = 2(4)- 


£ 


y 
u 
MO 


“AWas 


Mm a 


sa aa 


Considerando a fórmuta 4.1 temos: 
an=a+(n-I)r=a+nr-r 
ou. perene, 

an Sar + Lar 


an 


y 
constante constante 


Portanto, qualquer sequência onde o termo geral é dado por uma expressão 
do tipo: 


onde A e B são constantes, é uma PA de razão igual a À. 


Exemplos 


a) A sequência cujo termo geral é an = 7n — 8 é uma PA de razão igual a 7- 
(portanto é-uma PA crescente). 


b) À sequência cujo termo geral é a, = 3045 é uma PA de razão igual a 


—3 (portanto é uma PA decrescente). 

c) A sequência cujo termo geral é an = 9 é uma PA de razão igual a zero 
(PA estacionária). Poderíamos também escrever: an = On + 9. Supondo 
que seja uma PA infinita teremos: x 


(9,9; 9;9....) 


Exercícios Resolvidos 


x 
4.1) Determine o oitavo termo de uma PA onde as = 6 e ai = 30 


Solução Ê Os pares ordenados que deverão formar o gráfico são: 

(1 1 (253), (355), (4; 7), 
De acordo com a fórmula 4.2 temos: - . isto é, apenas 4 pares e, portanto, o nosso gráfico tem apenas 4 pontos 
ag=as+ 12 E . ; que são os assinalados no nosso desenho (esses pontos não devem ser 
“30=6+12r . Egas ENE -“ligados"). Observamos que os 4 pontos estão sobre uma mesma reta t o 
ais deEeda ijedae des disco Cas tiRd o fm E, DD do na Dr 2 avo cn ted CO que não é de estranhar pois, como Sabemos, quando temos uma função 
Assim: as = as + 3r=6 + 3(2) = 12 fde Rem R, do tipo: 


: f(x)=Ax+B 
Seja a PA de domínio E = 1; 2; 3; 4) cujo termo geral é a, = 2n— 1 j onde A e B são constarites, o gráfico é uma reta que corta O eixo vertical 
i no ponto de ordenada B. Como uma PA apresenta sempre termo geral 


a) qual é a razão dessa PA? . do tipo . 
b) quais são os termos dessa PA? pn Acê it . AE An+B 
c) faça o gráfico de an em função de n. É o gráfico de uma PA será um conjunto de pontos alinhados. 


e 


00000000000000000000000000000 00000 


4.3) Consideremos a PA (-5; —1; 3;...) 
a) determine a posição do número 103 nessa PA 


b) verifique se o número 8726 é um dos termos da PA. 


Solução 
a) t=(-1)-(-5)=-1+5=4 
an=za+(n=-tr 
103=-5+(n— 1)(4) 
Resolvendo esta equação obtemos n = 28 e, assim, o número 103 é o 
28º termo da PA. 
b) Suponhamos que exista um número natural n tal que: 
-—-Ban=8726 a 
an=at(n-1)r 

8726=-5+(n- 1)X4) 


Porém, resolvendo esta equação, obtemos n= 


8735 
4 


que não é número 


natural. 
Portanto, 8 726 não é termo dessa PA. 


Numa PA temos as = 11 e a; = 27. Determine a er. 


Solução 


a=u+2r 

M=a+2r 

ar=a,+6r 

27=a1+6r 

a+20=11 

a,+6r=27 
Resolvendo-o, obtemos a =3er=4 


Temos então o sistema: | 


Numa PA temos ap + a; = 14 e a; + ag = 23. Escreva os quatro primeiros 
termos da progressão. 


Solução 


x as +aç=23 


4.6) 


47) 


4.8) 


Determine o número de termos n de uma PA finita na qual o primeiro termo 
é1,oúltimoé 17earazãoér=n-1. 


Solução 


an=a+(n- tr 
17=1+(n-1Xn=1) : 


(n- 1) = 16 
n=isis n-1=46n=5 . 
n-1=-4n==3 (não serve pois n deve ser natural) 


Assim: n=5 


Numa PA de razão r=—3, o 17º termo é igual a 20% do 1º termo. Escreva 
os 4 primeiros termos da PA. 


Solução 

: : 20 1 a 
a:7 é igual a 20% de ay, isto é, a;; =ogu=7%a= Es 
Sabemos que: a;; = aq + 16r 
Assim: & =a,+16(-3) 
Resolvendo esta equação obtemos aq = 60 
Assim a PA é: (60; 57; 54; 51...) 


Interpole 4 meios aritméticos entre —3 e 22. 


Solução 


Interpolar 4 meios aritméticos entre -3 e 22 significa que devemos achar 4 
números que “colocados” entre —3 e 22 deverão formar uma PA, onde o 
primeiro termo é -3 e o último é 22. Teremos, portanto, um total de 6 
termos. 


a4 az as aq as as 
ELE 


4 meios 


aç=a,+5r 
22=-3+5r 


a+2r+a,+51=23 


2a,+4r=14 
E 2a, +70 =23 (1) 


a+2r=7( 
Temos então o sistema formado pelas equações (1) e (Il): 
a+2r=7 : 
Ea +7r=23 


Resolvendo-o, obtemos a; = 1er= 3. Assim a progressão é: 
(1;4;7,10...) 


Fo Re AN a 
Ê =5 
Portanto, a PA é: 

(-3; 2; 7, 12; 17; 22) 
e os 4 meios são: 2, 7, 12 e 17. 


Devemos observar que podemos usar a palavra “inseri” no lugar da palavra 
“interpolar”, 
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; , Solução 
4.9) Numa PA de razão r = -8, a razão entre o 21º temo e o 1º termo é igual a at(n)+3 
3 ola Temos: f(n+)=5—=f(n)+5 
5º Escreva os 3 primeiros termos da PA. 4 4 
Esta relação de recorrência define uma PA de razão r = E , tal que: 
Solução 


É E EN 
Dizer que a razão entre o 21º termo e O 4º termo e igual a 5 significa que 


ay 3 i E day = 8,+60r -5+60[5.]-5+45-50 
a 4 4 


3 
Podemos, então, escrever: a,; = sa 


Mas: az: = aq + 20r 
Assim: 38 ca, +20(-6) É: 4.12) Consideremos a PA de termo geral an e razão r. Sendo k um número real 
5 ; É não nulo, consideremos a sequência de termo geral bn tal que: 
“= Resolyêndo esta equação, obtemos a; = 300. Assim a PAé: . e É E = ER- an 


(200; 294; 288;...) Mostre que (bn) é uma PA e calcule sua razão. 


4.18. o? Solução 
5 20' 


4.10) Qual é o primeiro termo negativo da PA & 


Sendo (an) uma PA de razão r podemos escrever (dé acordo com a fórmula 4.3) 
ansrnto 

onde c é uma constante. Assim: 

8) Es . ba=kan=k(rn+c)=krn+ke 


Solução 


gre L+(n-1) Eneotos 
an =a +(n- Dr 5 +( 20) 20 ! ê Ê Como kr e kc são constantes, ainda de acordo com a fórmula 4.3 


concluímos que (bn) é uma PA cuja razão é igual ak: r. 


a) Considere as sequências (an) e (bn) definidas por: 
3 a 19 an=3n-2ebr=2n 


a<0 e z"+30 0e n> 3 | Consideremos ainda a seguência (cn) definida por. 


Como - =6,3 en deve ser natural, conclulmos que: ; 
Mostre que (cn) é uma PA'e calcule sua razão. 
a<0eon a 7 Solução 


Portanto, o 1º termo negativo é az 


4 
à= & +or-É+e( 


Gn = by 


Uma Tunção | dé domínio N e uada por. app pese ria EEE asbimE CE me 


a E De acordo com a fórmula 4.3 concluimos que (cn) é uma PA de razão igual a 6. 


pasta )+3 


b) Sendo (an) e (bn) sequências definidas por: 


idade E - RB. an=nebr=an+1—3n 
Mostre que (bn) é uma PA e calcule sua razão. 


+“ 
o 


C00000006000000000000000000000000 


Solução 

mn amis(n+1? | 

ba=ansimêns(n+1P-nenis2n+t-nê=2n+1 

Se'bn = 2n + 1, de acordo com a fórmula 4.3 concluímos que (bn) é uma PA 
«de razão igual a 2. é 

(an) = (14; 9; 16; 25; 36; 49;...) 

(bn) = (3,5,7,8, 11...) 


4.14) Um capital de R$ 200,00 foi colocado a juros simples de 3% ao mês. Qual o 
montante após 47 meses? 


Solução 
“"Ô montante é a soma do capital com os juros. 
3 ) 
O, E julia À = 
3% de 200 TOS 200=6 


Assim, a cada mês o montante é acrescido de R$ 6,00 e podemos afirmar 
então que os montantes formam uma PA de razão 6 (em reais). Sendo a, o 
montante após o 1º mês temos: 
a,=200+6=206 
e portanto, o montante após 47 meses será: 
as = aj + 46r = 206 + 46(6) = 482 
Temos, então, que após 47 meses, o montante será igual a R$ 482,00. 


4.15) Sabendo que os números 12, 32 e 40 são termos de uma PA crescente, 
determine os possíveis valores da razão r. 


Solução 

(1.15 12::0:4:327... 7405...) 

32=12+xr 

40=12+yr 

onde x e y são números naturais não nulos (com y > x) 
sr (1) 


Podemos escrever: [ 


40=12+yroyr=28 (ll) 
"Como obviamente r x 0, podemos dividir membro a membro as equações (l) | 
e (Il).obtendo: 


ENA 


y 28 


5. 
7 


Como a fração E é irredutível e os números x e y são naturais (não nulos) 


o menor valor possível para x é 5 e o menor valor.possível para y é 7. Mas: 
x 5.10 15 20 25. 


vOT 1 228 35 - 


isto é, para as basta quex=5key=7k, onde ke N* 


. 


noite 246 = 


x=5k 

= ag [=20 
pe DA 

onde:r= = 


Portanto, os valores possíveis para a razão r são da forma r= Ea onde k é 


um número natural qualquer não nulo. 


Cada uma das progressões aritméticas a seguir tem 80 termos: 

(an) = (9; 13...) 

(bm) (10; 13;...) 

Quantos números são ao mesmo tempo termos das duas progre: stas? 


Solução serem PEER 
ago = 9 + 79(4) = 325 (an) = (9; 13; ..., 325) 
Deo = 10 + 793) = 247 (bn) = (10; 13;...; 247) 


A razão de (an) é 4 e a razão de (bn) é 3, isto é, os termos de (an) vão 
crescendo de 4 em 4 e os termos de (bn) vão crescendo de 3 em 3. O 
mínimo múltiplo comum de 4 e 3 é igual a 12 e, portanto, a “coincidência” se 
dá de 12 em 12. 

+12 +12 


e ad e 
(an) = (2:03): 17:21:69) :29:33: (67); 49; ..: 225) 
(Dn) = (10; (13): 16; 19; 22; (25) ; 28; 31; 34; (37,40; ...; 247 
h E ça i 


+12 +12 
Portanto, os termos coincidentes formam uma PA de razão igual a 12, e 
primeiro termo igual a 13. Representando por cn o termo geral dessa 
progressão temos: 


c,=13 
Cq=13+(n-1)12=13+12n-12=12n+1 


Sendo 325 o último termo de (an) e 247 o último termo de (bn), O último 
termo de (cn) não pode superar 247. 

En < 247 

t2n+1< 247 


ind 
246 A: 
Mas 5 20,5 e como n é natural, temos: n s 20 
Assim, o maior valor possível para n é 20 e, portanto, o último termo de (Cn) é: 
.Co=C4 + 19(12) = 13+19(12) = 241 
Temos, então, que o número de termos coincidentes é 20 e a PA dos termos 
coincidentes é: 


(13; 25; 37;...: 241) 
81 


4.17) Quantos múltipios de 7 há entre 126 864? 


Solução 
Depois. de 12, o primeiro múltiplo de 7 é.14. Efetuando a divisão euclidiana 
ge 864 por 7 temos: 
864 | rá 
16 123 

24 


864 -3 = 861 


Portanto, 861 é o último múltiplo de 7 antes de 864. Temos, então, uma PA 
finita de razão 7, primeiro termo 14 e último termo 861: 
(14; 21; 28;...: 861) 


——Bn= a + (nr 
861=14+(n-1)X7) 
Resolvendo esta equação obtemos n = 122. 


4.18) Verifique se os números 2, 3 e «/B podem ser termos de uma PA. 
Solução 


É óbvio que esses números não podem ser termos consecutivos de uma PA 


pois /3 -«/2 + VB 43. 


Vamos verificar, então, se eles podem ser termos não consecutivos de uma 


PA. 
Supondo que essa PA (se existir) seja crescente e de razão r(r + 0) temos: 


(5 Bi 3 VB;..) 


com x ey naturais não nulos 


N3=2+xr 
a =2+yr 
xr=3-2 (1) 
yr=8-2 (11) 

Dividindo membro a membro (Il) por (1), temos: 
sa (Vê N2)(V8 2) Jaz ao Jô 
NE (VE-2 (8 +=) - 


—— JA BAA BD. 5 E JE 
MDS = 26 =v5+ 
Portanto, deveríamos ter L =6+2. 


Portanto: | 


= 
x 


Mas acontece que L é um número ragional (pois y e x são naturais não 


nulos) e V8+2 é um número irracional. Assim, concluímos que não é 
possível v2, J3 e JB serem termos de uma mesma PA. 
82 


Exercícios Propostos 


4.19) Determine: 
a) 0 15º termo da PA (3, 


b) o 20º termo da PA [2 o E 


c) 030º termo da PA (15 Ei) 
d) o 10º termo da PA (4; 2+342:..) 
Numa PA tem-se a; = 13 e ag = 21. Determine a; e a razão. 
Numa PA tem-se a; = 3-1 € as = 193 +35. Determine as. 


Determine 'o número détermios n de uma PA na qual o primeiro termo é 
igual a 1, o último termo é 21 ea razão r =. 


=8n+1 


Uma PA tem termo geral dado por a, = 6 


. Quala razão da PA? 


2 
= ern=1.Calculeren. 


Numa PA de n termos e razão r temos a, = = n=3 


1 
Numa PA temos a,=-1eaz= Té Calcule a razão. 


Numa PA temos a;=2er= + Determine o número k tal que a, = S 


Numa PA, as = 23 e asp = —40, Calcule o primeiro termo negativo. 
Numa PA temos aa = qe aq =p, comp = q. Determine ay e apra. 
Quantos múltiplos de 4 há entre 10 e 8 539? 


Considere a PA (an) de razão r e a sequência (bn) dada por: 
MM = Eta -8 


Mostre que (bn) é uma PA e esteio: sua razão. 


431) Sendo tm uma PA is termos postos e de razão r 7 O, demonstre que: 


"E E “a cada “a A E e E 


b) 1 + ! ++ 
aa, aa 


COCDOCOVCCOCODCCCCOOOONCCCOC 40000 
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: da f(-8)=10 
* 441) Considere a função f. A > R dada por EA 


4.32) Consideremos as sequências (an) e (bn) dadas por: 
an=z4n+iebj=2n+1 


a) escreva os 5 primeiros termos de (an); 
b) escreva os 5 primeiros termos de (bn): 


cj mostre que (ay, ) é uma PA e calcule a sua razão; 


“d) escreva os 4 primeiros termos de (a, )- 


4.33) Sabendo que os números 13, 31 e 43 são termos de uma PA crescente 
calcule os possíveis valores da razão r. 


4.34) Cada uma das progressões aritméticas a seguir tem 100 termos: 
(4, 8:...) (3; 81...) 
——Quantos termos em comum elas têm? 


4.35) Considere a PA (an) onde a, + ea Es Calcule ap+ q supondo p = q. 


Ro) 


4.36) Na PA (an) temos a = Ae aq = B. Calcule ap + q Supondo p = q. 


4.37) Interpole 133 meios aritméticos entre Í e Õ. 
4.38) Inserir entre 1 e 31 n meios aritméticos de modo quearazãoentreo7eo 


(n— 1)º meio seja igual a E 


4.39) Quantos meios aritméticos devemos inserir entre 5 e 200 de modo que a 
razão r seja menor que 3? 


4.40) Considere a progressão aritmética: 


az e: 
E “2..) neN* 
n n 


Determine o termo de ordem n. 


tin) =t(n)=5 
onde A = (-8; —7, —6; -5;...), Determine (100). 


4.42) Consideremos a PA (a; as; ...: an! -.) de razão r. Usando o princípio de 
indução matemática, demonstre que para todo n pertencente ao domínio 
temos: 


an=as+(n- 1) 


4.43) Sendo E = (1; 2; 3; 4: 5) considere a PA (anhe E dada poran=-2n+8. 
Esboce o gráfico de an em função de n. 
84 Z 


4.5. MÉDIA ARITMÉTICA 


Consideremos n números xt, X2..., Xn. À média aritmética deles é por 
definição o número ma calculado do seguinte modo: 


(4.4) 


EN 


Poderiamos também escrever: 


Exemplos p memo = aa 
a) A média aritmética dos números 4, 5 e 17.6: 
= 4+5+17. 20 
1 3 .3 


b) A média aritmética dos números 7 e —4 é: 
D+ (4) 
a 2 


mico 


4.6. PROPRIEDADES 
Sejam a, b e c três termos consecutivos de uma PA de razão r: 
LoiaçD; 0] e) 
b=a+r 


Temos: N Eno 


Somando membro a membro estas duas igualdades temos: 


2=a+e' 
a+c 
p=? 


isto é: 


Exemplo 


Consideremos o seguinte problema: Ec , 
“Determine o valor de x de modo que x > 3, 3x —- 7 e x- 5 sejam termos 
consecutivos de uma PA.” 
(x-3) +(x—5). 


Devemos ter então: 3x — 7 =- E) 


Resolvendo esta equação obtemos x = 
É 85 


jo 


4.7. REPRESENTAÇÕES ESPECIAIS 


É muito frequente aparecerem problemas de PA com poucos termos, Nestes 
caso pode ser útil usar representações especiais. Vamos considerar dois casos: 
número ímpar de termos e número par de termos. 


- à) número impar de termos 


Se forem três temos podemos representá-los por: 
Xx-5XxX+r 
onde r é a razão. ; 
Se forem cinco termos podemos representá-los por: 
Xx-21,X-1,X,Xx+r,x+2r 


número par de termos 


Se forem 4 termos podemos representá-los por: 
E X=3y xy x+y,x+3y 
ondearazão ér=2y 
Se forem 6termos: . 

x-5v,x-3y, X-y, X+y, Xx+3y, x+5y 


Exemplo ? 

Determine três números em PA tais que sua soma seja 18 € O terceiro a 
metade do primeiro. : 
Solução 

(x-r)+(x)+(x+r)=18 


= 
x+r= XL a 


2 
(x+1)=1803x=18e0x=8 


A PA é então: (8; 6; 4) 


Observe que a utilização das representações especiais é particularmente 
interessante, quando se-conhece a. soma-dos.termos da PA. ; 


Exercícios Resolvidos 
4.44) Determine as médias aritméticas dos seguintes números: 
2,5 
a) 4; 3 e 8 
b) -Se 17 


Solução 


Determine o valor de x de modo que os números 1,2 +xe 6-x sejam 
termos consecutivos de uma PA, 


Solução 


O termo central deve ser média aritmética dos outros dois: 
1+(6-x) 
24x=—+ 1 
+x 2 
Resolvendo esta equação obtemos x=1. '.. 


Determine as medidas dos lados de um triângulo retângulo de perímetro 36, 
sabendo-se que as medidas dos lados estão em PA. 


Solução 

: : , : o x+r 
(x-n+(0)+(x+r)=36 x-t 

3%x=36 - 

x=12 X 
Pelo teorema de Pitágoras: (x + r2 =(x- rn + 
Substituindo x por 12: (12 +12 = (12-12 + 122 
Resolvendo esta equação obtemos r=3. Assim, x-r=9ex+r= 15. 
Portanto, os lados do triângulo medem 9, 12.€ 15. 


A soma de 4 números em PA é 96 e o terceiro é o dobro do segundo. 


Determine a PA. 


Solução 

Sejamx-3y,x-y,x+tyex+3y os números. 
(x-3y) + (xy) + (xt y)+(x+3y)= 06 
4x=96 

x=24 

Temos também: 


x-3y=24-3%8)=0 
x-y=24-8=16 
x+y=24+8=32 
x+3y=24+3(8)=48 
A PA é: (0; 16; 32; 48) 


OVO LO CULULCCOLCCOCCCC00( 
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4.48) Os três termos de uma sequência são proporcionais aos números 35e9. 
Somando 4 ao termo do meio, a nova sequência é uma PA. Determine a . 


Exercícios Propostos 
sequência inicial, , 


4.50) Determine uma PA de três termos cuja soma é 15 e a soma de seus 
Solução inversos é ss 


: 40" 
«Seja (x: y; z) a sequência; x, y e z são proporcionais aos números 3, 5e 9, , 
isto é R 4.51) Determine o valor de x de modo que x — 1, 2x — 4 6 x? - 4x — 4 sejam termos 
XV consecutivos de uma PA. 
3 59 
x=Sk 4.52) A soma dos 4 termos de uma PA é iguala Be o produto do primeiro pelo 
último é igual a —140. Determine a PA. 
e portanto; y = 5k . 
z=9 4.53) Numa PA crescente de'3 termos, a soma dos termos é 21 e o produto é 
“Podemos, então, representar a seguência por: = e =105. Determine a PA. Epa . : es 
” (Bk; Sk; 9k) 


4.54) Num triângulo retângulo as medidas dos lados estão em PA. Mostre que 


Somando 4 ao termo do meio a nova sequência é: essas medidas são proporcionais aos números 3, 4 e 5. 


(3k; 5k + 4; 9k) 


Sendo ela uma PA, temos: 4.55) Os três termos de uma sequência são proporcionais aos números 2, 5 e 7. 


Subtraindo 4 do termo do meio, os númêros passam a formar uma PA, 


Bk+4= dm Determine a sequência original. 
Resolvendo esta equação obtemos k = 4€e, portanto: x= 12,y=20ez=36. 456) Os números a, b e c formam uma PA (nessa ordem). Mostre que a 
A sequência original é assim: (12; 20; 36). 


sequência : : 
(abc; ab?c; abc?) 


4.49) Determine uma PA de três termos cuja soma é 9 e cujo produto é igual a 15. também é uma PA. 


Solução y 4.57) A soma dos 4 termos de uma PA é igual a 2e a soma de seus quadrados é 
(x-D+()+(x+1)=9 E. igual a 46. Determine a PA. É 

3x=9 

x=3 


] 4.8. PROPRIEDADES 
x-D)O)(x+r)=15 


(3-N(3)(3+n=15 : a) Consideremos a PA finita de razão r 
P=4 (ar; 22... ; ap... ; Bgj...; an) 
r= +2 onde ap e aq são equidistantes dos extremos. Como já vimos, temos: 


isto é, 


Eur ERES aa (o 
Temos também: | 


T 


x-r=1 º 
Papa fios eaPAé(1;3/5) 


cr É an=agt+(n-g)r 
Parar=-2 ;x=3  eaPA6(5;3;1) Subtraindo membro a membro essas duas igualdades temos: 
x+r=1 


a -3, =a-a, + (pr (n-4)r 


+a,=2/+ã, 


COCOPC OU OCO ond os on avo çê 


b) Sejam ap, aq & e au termos quaisquer de uma PA de razão r = O. Então: 


De.fato: 
cJap=at(p=1r a=a,+(t-1r 
| Rea 
a,+8 =2a, +(p-1r+ (a-1)r=2a,-2"+(p+a)r 
o =2a +(t-1)r+(u-1)r=2a,-20+(t+u)r 


ag=a+(u-1)r 


ã 


ata-ata o 26,2 +(prajr=izá,- 2 +(trujr o 
e(p+a)/=(tru)/opra=t+u 
—--Se r= O vale, obviamente, a'implicação 
p+q=t+ru> aptag=a*au 
mas, não vale a implicação 
aptag=ata > prq=t+u 


c) Consideremos uma PA finita com ium número impar de termos cujo 
termo central é ap: 
(as az... ; 8p-1i Bprteo: 120) 
Neste caso, ap.1 € ap+1 São equidistantes dos extremos e, portanto, 
ap-s+ ap4=a1+8n 


ata , a+a 
Mas, sabemos que: a, = DR RO e, portanto: a, = doi isto é: 


4.9. SOMA DOS TERMOS 
Vamos deduzir uma fórmula que permita calcular a soma dos n primeiros 


termos-de uma PA.-Representando por Sn essa soma temos: Coma o Ari de 


Ei ÇA Sn=ataztasti.tanztanm tan (1) 
ou também: Sn= an + an4tan2*... tata tas (Il) E 
Somando membro a membro as igualdades (I) e (ll) temos: 
28,= (a tan)+(a, +an1)+ (23422) +. + (Ana +a5)+(a5.1 +as)+(a,+a) 
nparênteses 


Note que dentro de cada parênteses está a soma de dois termos 
equidistantes dos extremos ou a própria soma dos extremos (se n for impar, num 
dos parênteses teremos ap + ap onde ap é o termo central entre a; e an). Portanto, 
as expressões entre parênteses são todas iguais a a4 + an: 

2Sn = n(a1 + an) 


Exercícios Resolvidos 

4.58) Numa PA de 23 termos, as e ap são equidistantes dos extremos. Determine p. 
Solução 
Devemos ter5+p=1+23e, portanto, p= 19. 


4.59) Numa PA tem-se as + azo = 60. Calcule o valor de as + az. 


Solução 
5+30=8+27 =» astag=as+azg=60. 


4.60) Calcule a soma dos 20 primeiros termos da PA. 


(3,7; 41...) 


Solução - 


Ule'a sonia dos S6 pri 
Solução 


a,+830)30 
-Lerto)dO 16(0,+049) 


Porém: a, + azo = ay + ax €, assim: 
Sao = 15(a1 + 230) = 15(az + a24) = 15(400) = 6 000 


30 
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4.62) Considere a PA (-3; 2; 7...) 


a) Determine a fórmula que dá a soma dos n primeiros termos em função 


den, 
b) Calcule a soma dos 15 primeiros termos. 


c) Sendo a um termo genérico dessa PA, calcule: 
40 


a; 
i=7 
Solução 
a) ag== r=5 
an=a+(n-1r=(-3)+(n-1)( RE -5=5n-8 
E “(atan (-3+5n-8)n À 1 
: REC Sg =grº 2" ; 
SM 
S=5n 2" 


ds Rs a als do item a temos: 
= 5) - 2(15)= 480 


, 
e) >a =a;+ast..tag=(a+as+.taçtaz+..+ao)-(a+a2+.. +35) 
I=7 


Sua [Eua eo) “6 (67 -Z6) =3723 


4.63) A soma dos n primeiros termos de uma PA infinita é dada por: 
S,=4n2-6n 
para todo n e N*. Determine o primeiro termo e a razão. 


Solução 
n=4nº-6n 
s,=4(9/ -6(1)=-2 
ez 2) cOgjeM 


E (E 
aj==Z 
PorémS;=ajeS,=aj+az. » Assim temos: ; 

açta,=4 


r=a-a=6-(-2)=8 
APAé:(-2;6;14;...) 


4.64) Determine a fórmula da soma dos n primeiros números naturais ímpares. 


92 a 


asse 


onde tiramos a» = 6. 


Solução 
A sequência dos números naturais ímpares, ordenados em ordem = 
crescente, é uma PA de razão r = 2. 
(13/5/7.. sy | 
a=ta=a+(n-1)r=1+(n-1)(2)=20-1 | 


(a+an)n (M+2n-9n an? o 


Sn Ri osgrsÃo = 02 a 


Ss=n2 
Confronte esta solução com as soluções dos problemas 2.2 e 2.3! 


4. es) Sendo x um número real não nulo, calcule: 


Esx By Dry yr Ms) tam E 


Solução 


Na multiplicação de potências de mesma” base, conserva-se a base e 


somam-se os expoentes. Assim: 
E=x 8-80-47 0 +? 


A sequência (-53; -50; 3 +7) é uma PA de n termos e razão r = 3. 
Determinemos o valor de n: 

anzat(n-1r 

7=-53+(n-1)3)- 

Resolvendo esta equação obtemos n = 21. 


Assim: 
-53)+ jar E 
(-53)+(-50)+(=47) +... +(7)= [ESA =-483 
Portanto: E =x" 


4.66) Considere a PA cujo tefiho geral é an = 4n — 3, Calcule 


Solução 


sa (as +245)39 


- Artis eee ; - 
Ss 


t=5 39 termos - = 
“Tás =4(5)-3=17 00 

a=4n-3> E 6)- 
as =4(43)-3=189 


43 
Sa- pao =3627 
=5 


Um outro modo de “encaminhar' o problema é: 


43, ai , 
S,; = soma dos 43 primeiros termos 
>a =Sy-S, onde | (* Bam 
S, = Soma dos 4 primeiros termos 
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4.67) Sendo x um número natural com x > 1 calcule: 
x, x-2 2, x-3 1 
> D+,+— 
2X MES R x 


É 


Solução à 


x x 


Solução 
aq=a+(n-1)r=a+nr-r 


Ea (a, eo E faster o Srê (28 E 


no 2 É 
= Lmê4[ 2810 
Sm sm a! 3 Jm 


Como Sm = Sn, vem: 
2a,-r r 2a,-r 
£ilim= in + 


am + n 
mê +(2a,-r)m Sp +(2a,-r)n 
mê -mê +m(2a,-r)-n(22,-r)=0 
—Amêenê)ra (22,-")(m=n)=0 
Lo Smenmenesaca(m-n)=0 


Como m-—n x 0, podemos canceiá-lo: 
(men)r+(2a,-r)=0 
(men-1)r+2a,=0 (1) 


Por outro lado: amen= a +(m+n— 1) 
94 . 


«À seguência (E XT ei E 5) é uma PA de razãor= 402 Mota 


4.68) Prove que, se numa PA, Sm = Sn (com m = n) então Sh +«nã0. 


x x 


4.69) 


E assim: 
Sa Cn men) man). 


ça 2 


da) 
z a 


Pela relação (l), a expressão entre colchetes é igual a zero e portanto: 


Sm+n=0 


Lembrando que a? — b? =(a-b)(a+b), calcule: 
E=12.2+3º- 42452. 62+.. +99º- 190º 


- Solução 


“lãs =-A(50)+1=5199 " 


992 100? = (99100) (99+100) = —199 
Somando membro a membro temos: 


-3-199)50 
fsetae = —-5050 


E=(3)+(=7)+(-11)+..+(-199)= ( 
DOT sotmos 
Um outro modo de fazer esse problema é: 
50 
E= (Pesos s gia +08 100t= SI (2n-1) (an | 


. ns 
Mas (2n- 1) -(2n = -4n+1 


50 
Assim: E = > +1) 
n=1 


A sequência de termo geral an = -4n + 1 é uma PA tal que 
aq=-4(i)+1=-3 


Portanto: 
50 A 

E- (can+n)= CEHESSO , soso 
n=1 
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K=7 


4.70) Considere a sequência dada por 
) á q On) p E =y+2n 


Determine yss. 


Solução 


Pela-relação de recorrência vemos que a sequência dada não é PA. De 
Yn= Yn-1 + 2n vem: 


+< [termos ao lado 44 igualdades 


Vas = Yáa +2(45) 


Somando membro a membro essas 44 igualdades temos: 


Vas = Yi +2(2)+2(3)+2(4)+...+ 2(45)=7+4+6+8+...+90= 
PA de 4á termos 
(4+90)44 


3 =2075 


=7+ 


4.71) Considere a PA (=7; 1: 5; 11;...; 83). Calcule a soma dos termos de ordem 


par: 

Solução 
r=6 a=a+(n-1)r 
a=—7 83=-7+(n-1)(6) 
a=83 n=16 

Queremos: S=a,+a,+aç +... +2g 

Bltermos 

a (a, +nejE E (SE egg 


> 


.72) Numa PA de 57 termos, ax e as são equidistantes dos extremos. Determine 
o valor de k. 


4.73) Calcule a soma dos 40 primeiros termos da PA 
(-3: 1,55...) 


t2 
4.74) Calcule S-a+o). 


4 


96 a 


40 
475) Consideremos uma PA de termo geral an = 3n — 20. Calcule > » 
i=10 


4.76) Calcule a soma dos Abiprimeiros termos de uma PA na qual-as2 + az = 60. 
4.77) Numa PA temos as = 13 e az = 25. Calcule a soma dos 20 primeiros termos. 
4.78) Calcule a soma de todos os múltiplos de 4 que estão entre 10 e 1413. 


4.79) Calcule a soma de todos os números naturais que estão entre 18 e 900 e 
que dão resto 2 ao serem divididos por 3. 


4.80) Um sargento tentou colocar os 480 soldados sob seu comando, em forma 
de triângulo com -um-soldado na 1ºlinha;-2-soldados na-2º- linha. e assim-por-...... 
diante. No fim, sobraram 15 soldados fora do triângulo. Quantas linhas tem 
esse triângulo? 


4.81) O primeiro termo de uma PA é 20 e a soma dos 10 primeiros termos é 65. 
Determine a razão da progressão 


4.82) Considere a PA (5 ê a Determine a expressão que dá a soma dos n 


primeiros termos em função de n. 


4.83) A soma dos n primeiros termos de uma PA infinita é dada por: 
Sn=-3nº+4n 
para todo ne N”*. Escreva os três primeiros termos da PA. 


4.84 


A soma dos n primeiros termos de uma sequência infinita é dada por: 
s=n-3n+1 

Rd ne fato Dado AR RG a O 

a) Escreva os 4 preta termos dessa sequência. 

- b) Essa sequência éuma PA? 


4.85) A soma dos k primeiros termos da PA (3 1 E é igual a 147. Calcule o 
valor de k. 
4.86) Sejaa PA (at e.) e seja S, a soma dos n primeiros termos. Determine 


os valores de n para os quais Sn < O. 
4.87) Calcule a soma dos termos de.ordem impar da progressão aritmética: 


É (85/2:..:-85) 
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Somando membro a membro essas n igualdades temos: 


4.88) Calcule o valorde E = 12-22+22..42+ 5º... +91. 
(11) a tsa(P Zea nl)r3(142434..4 n)+(ta t+ t+. 


4.89) Seja a sequência (yn) dada por . 
au = (nan =143 0 +304n 


ye Yan (n>1) , ; ; 3 a Mn 
etermine a fórmula que dá o termo geral yn em função de n. Ê , (n+1) ES 43 2 da 


4,90) Sendo ne Nº, calcule: Dessa igualdade tiramos: 


nr Mé4O MAM, ta o | É E Pon )(n+9) 
n n hn n : 3 2 
(3) 2(n+1) =3n(n+1)=2(n+1) 
PR 


4.10. POTÊNCIAS DOS NÚMEROS NATURAIS á 
E 2(nº +30? +3n41)-3nê -3n-20-2 
—-Nfamos estabelecer fórmulas para o cálculo das seguintes somas: . = e - S = 


ai | EEE E ABS 
nf=t+2+3+..4n á 21 +6n2+6n+2-3n2-3n-2n-2 2º +3n? +n 
= 6 E 6 


= P+2 +++ 
(= P4P4 en? : Portanto: 


eto. 


O cálculo de eU é simples, pois a sequência (1, 2, 3; ...; n) é uma PA. 


n 
Portanto: Fatorando a expressão do lado direito podemos escrever também: 


(1+n)n 


q) =1+2+3+..4+n= 5 


Partindo da identidade: 
| n+1)=nt+anrent+an+ 
e procedendo de modo semelhante ao que fizemos anteriormente podemos 
Para o cálculo de ya recorreremos a um artifício. Vamos partir da E ' obter e. 
identidade too 
(ney = +31 +3n+1 


Pe) =P+3() ea()+ E 
Do desenvolvimento de (n + 1º obtém-se 4. do desenvolvimento de 


= Tas 2 3 ã 
4 E a(a+1) H rs) Ei ese sl al a (n+1)obtémseeassimpordiante. 
AF (3+ 7 = +3(3/ +3(3)+ = ; Vamos resumir então os casos mais importantes” 


(4.13) 


CU0CCU0C070C0CCNLDCCOHCCOCCCOC0HG 


Exercícios Resolvidos 


4.91) Calcule a soma S =12+2+32+., +10? . ir 
Solução 
2 1000 100 140 1155 
S=4) =á(10) + F(19)+5 S0)=5 +55 2 "573 =385 
4.92) Seja a PA de termo gerala = 4n-. 3. 
Catcule:S=a?.aj+ai+..+ai 
Solução 
8 8 e 
== É =(an-3)= = 5 (tmtzenso)= ER Ea SAAE 
=? =1 
nm a R 
+ (8)= : 
n=1 
çi 
8 
4 5 n+5(9)=18P+8(9) 24 Es 
1 1 512,64 8. 
30) +a(0)+g(0)- ED gu 204 
1 1 
q = =5(8/+ 5(8)=32+4-36 
Assim. 


5516 (204)-24 (36) + 8(9) = 2472 
4.93) Calcule a soma: 
$=1:2:3+2:3:4+3:4:5+.0+20-21.22 


Solução 


20 20 

s-Sin( (n+1)(n+2) pode *+3n?+2n)= 
n=1 
20 


3º +3 E +2 Da fo + 3/08 + 2rfd = 


CTT OT ZB+2 ITA 


Exercícios Propostos 


4.94) Calcule: 
a) 1+2+3+,.+30 
bd) Pee 3+.. +12 
0) Pre. +10 
4.95) Calcule: 
a) Pr 724104132 +1624,. +46 
bd) Perg +. +16 
4.96) Calcule: 
a) 1:2+2:3+3:48...+20-21 


db) 1:3+3:5+5:7+..+(2n-1)(20n+41) 


+m(n+1)(n+2) 


4.97) Seja a PA cujo termo geral é an = 2n- 1, Calcule: 


ODM CTC OOLVELPLOCCCOS 


40000 


a =44 100 


=2 870 


Assim: 
S=44 100 + X2 870) + 2(210) = 53 130 


100 a 


101 


Capítulo 


Progressões harmônicas 


5.1. DEFINIÇÃO 


Consideremos uma sequência cujos termos são diferentes de zero. Dizemos 
que a sequência é uma progressão harmônica (PH) se, e somente se, os 
inversos dos termos formam uma PA, isto é, 


Exemplos 
a) A sequência (3, 5; 7; 9; 11; 13) é uma PA; portanto, a sequência 
1.414.445, 1,04 
necitaiTa)* H. 
Ê Ss Tom 5) ma 
caca 


4 ) é uma PH pois, a sequência s d; 8. 5) é 


» A sequência (5 1; 
3:53 4 42 


uma PA [de razão 1-3) 


A relação de recorrência para uma PH é: 
aç*0 


a4*0 
n>2 


5.2. MÉDIA HARMÔNICA 
Consideremos n números diferentes de zero: 
Xt X2s «e Xn 
A média harmônica deles é o número mn definido por: 


2% 


CUCCCOTOICOCCLEVODOCOCOCCCCCAO: 


isto é, a média harmônica dos n números é O inverso da média aritmética dos 
inversos dos números. ; 


..0é 
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A eee 
: 8. Es Ea 
'0 
É 2 
e Exemplos apa sa=sro(5)- SED 
: S a) Determinemos a média harmônica dos números 3,4€5 (aquitemos n=3). 3 
b O) Portanto, o 10º termo da PH é 2 
: me 1 Cr 3 3 180 
EQ AAA) LAÃ 20H5Ha aa , e 
e é 345 3 4 5 fojo) so 5.2) Inserir 4 meiosiharmônicos entre z e 17 
3 
e. Solução e 
: ni a NS 2.17 
6 b) Determine a média harmônica de dois números reais a e b não nulos Vamos primeiramente inserir 4 meios aritméticos entre 5º 
e o LE: 2 2ab a=É ag=a,+5r 
O CLA 1,1 CbraCas E is Ee 
abjaba Di pat Tui ar, : Ee sds a dE dad sda 
e e ER RR ! a 
e ] r=? e 3 
/ : a 
1 5.3. PROPRIEDADE ; 
e Sejam a, b e c três termos consecutivos de uma PH a Os 4 meios aritméticos entre £ e + são: 
e (uiabie;...) 8.811.144 
e Neste caso fes i E ó; ) é uma PA e, portanto, 55 5'5 
e ad e, portanto, os 4 meios harmônicos entre — e — são: 
e Í.2 0 quba 
b 2 t=4 
e E DRE RA 
2 581174 


Isto significa que b é média harmônica de a e c. 


bs Assim: Exercícios Propostos 
5.3) Determine a média harmônica de: 
a a) 4810 
& b) 2,-4e8 
[1 eRdneieito pestiutios 54) Determine o 20ºtermo da PH. 
. e 5.1) Determine o 10º termo da PH. e Er - E 
É. ú 5.3, E ) 
o (76) Ra 
: e Solução 5.5) | Interpole 6 meios harmônicos entre 3 ez 
e Achemos primeiramente o décimo termo da PA 
5.7.9. E] 5.6) Sejam x, y e z números reais positivos. Mostre que se (x: y?: z?) é uma PA 
1) 323" À então (y +z;z+x;x+y) é uma PH. 
e cuja razãoé r= Ê Sendo aj O décimo termo da PA, temos: ; . » 105 
e 104 a E ; &- 


e 
Capítulo . 
Progressões geométricas a 
e 
6.1. DEFINIÇÃO 


Chamamos de progressão geométrica (PG) qualquer seguência onde 
- cada termo, a partir do segundo, é igual ao anterior multiplicado por uma constante 
denominada razão da PG. 

Em outras palavras: 


1 


EZZTIAAJATZARS 


a) Na sequência (3, 6; 12; 24; 48) observamos que cada termo, a partir do 
segundo, é igua! ao anterior multiplicado por 2. Portanto, é uma PG de 
razão q = 2. 


b) Na sequência (10 60; 20; o. 2) vemos que cada termo, a partir do 
2º, é igual ao anterior multiplicado por E Portanto, a sequência é uma 


PG de razão q = 


cj 


c) A sequência (5; 20; 80; -320; ...) é uma PG de razão q = —4. 


d) A sequência (5; 5; 5; 5: 5) é uma PG de razão q = 1. Porém, eia é 
também uma PA de razão r = 0. 


e) A sequência (15;0; 0,0;0;0;...) é uma PG de razão q = 0. 


f) A sequência (0; 0; 0; O; O; 0) é uma PG de razão indeterminada. É 
E também. uma PA de razão r = 0. EE 


determinada tem pouco interesse, e portanto, raramente + 


falaremos dela daqui em diante. 


º 
6.2. CLASSIFICAÇÃO QUANTO AO CRESCIMENTO E] 
à Í 

a) PG de razão indeterminada 


Neste caso é óbvio que a PG é estacionária. 


PG de razão q =1 , 
Neste caso também é fácil perceber que a PG é estacionária.. 


PG de razão q=0 
Quando a razão é igual a zero, como por exemplo na PG: 
: (8:0;0;0;0;...) 
a PG não é crescente, nem decrescente, nem estacionária. 


d) PG derazão q<0 


Neste caso a PG não é crescente, nem decrescente, nem estacionária, pois 
os termos vão mudando de sinal à medida que passamos de um termo de ordem k 
para o termo de ordem k + 1. Neste caso dizemos que a PG é oscilante ou 


--—alternante. ps E Roi e da 


Exemplos 


a) APG (4; -8; 16; -32; 64) é oscilante. 
b) A PG (-5; 15; -45; 135) é oscilante. 
c) PGderazão gtalqueq>0eq = 1. 


Neste caso, os termos terão todos o mesmo sinal e a PG será crescente ou 
decrescente. 


8.3. PROPRIEDADES 


Já sabemos que neste caso devemos ter q > O e, portanto, todos os termos 


terão o mesmo sinal. Sendo n > 1 temos: 


PGécrescente o a >ã4 O au qa; O 
Sa, q-a,,>0 o a, (g-1)>06 
a,>0 e q-1>0 
ou o 


— Exemplos -———— -——— O O 


a>0 e q>1 
PG é crescente «> ou. 
a<0 e0O<q<1 


A justificativa desta propriedade é análoga à da propriedade anterior e 


assim sendo, deixamos por conta do leitor. 


a) Na PG (3; 6; 12; 24;...) temos q = 2 e, portanto: 
a>0 e g>1 
É uma PG crescente. 


b) Na pe(so; 20; 2 a temos q = 5 e, portanto: 


: a>0 e 0<q<1 
É uma PG degrescente. 


c) APG (-10; -20; —40;...) é decrescente de razão q = 2. Neste caso temos: 


a<0 e q>1 


d) APG (-120; —80; -30; —15; ...) é crescente de razão q= > Aqui temos: 


a<0 e 0<g<1 


6.4. FÓRMULA DO TERMO GERAL 


Consideremos a PG de razão q 
(ar; azi asi...: Ani...) 


Suponhamos inicialmente que não se trata da PG de razão indeterminada e 


que as * 0eq = O. Temos: 


[HM =ara 


ECCUOCONCCCCCOCCOCCO0O 


as<0 e q-1<0 

a,>0 e g>1 
ou 

a<0 e q<1 


Lembrando que todos os termos têm o mesmo sinal e q>0, vem: 


SRA 
Six = só 


a, 244 


Multiplicando membro a membro essas n — 1 igualdades temos: 
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"A equação 6.1 é um caso particular de 6.2, a qual foi deduzida para o caso 


MM Es a Bo PE BA QI E l em que nenhum termo da PG é nulo. Mas é fácil verificar que em qualquer caso 
n-1 fatores : vale 6.2. 
(6.1) É * Exemplos 
A equação 6.1 foi obtida, supondo que a, * 0,9 * O e que não se trata de É a) ao =as: qt = as: q 
PG dê razão indeterminada. Mas é fácil verificar que a equação 6.1 é válida, E ag=as: q 
mesmo para os casos em que a: = 0 ou q =. ; é 2 
: . : b) Consideremos uma PG onde a; =, q= 9 e calculemos ars 

Exemplos 3 


as=a q -E(9) =E(ae 2.38 =2.388 


a) a=a: 
as = as a EE ; 
a=a q as á À Consideremos a equação 6.1 para o caso q * o: 
azg=a1"q 
Ra n=1 
dra = ay: q aq=aca! (n=2) 


gs É sai PRRCRRERe ORDER ND e 
b) Desde que nenhum termo da PG seja nulo, podemos obter a razão i ap= arraia Ea pasa 
dividindo um termo qualquer (a partir do 2º) pelo anterior. Assim: : $a 


Rs PR a À R o 
a do à di q! constante 
: E constante 
c) Determinemos o 9º termo d E T 
) i termo da Ee Portanto, uma sequência onde o termo geral é dado por uma expressão do 
(42,144) , É tipo 
a=4 acartea(M cada . É E e 
241 2 2 A onde À e B são constantes não nulas, é uma PG cuja razão é igual a B. 
d=4"2 o 
Té go ga Exemplos 


a qr a) A sequência cujo termo geral é dado por an ='4 5” é uma PG de razão q =5. 
Consideremos uma PG cujos termos sejam todos diferentes de zero: ) x À E poren 9 


A 
(ay; 32; a3;...;agi.ijânioo.) b) A sequência de termo geral a, = =(5) é uma PG de razão q = ê. 


3 =89 
aG = q : : - Exercícios Resolvidos 
42 ce Rpm 
Bias = BG A É - E 6.1) Determine o 6º termo da PG (1; 42; 2:...) e dê a fórmula do seu termo geral 
Der acr digas te dos ! em função.de n. 
an= 2629 E q a E a o o a o “Solução a 
Bi 
Multiplicando membro a membro essas n — k igualdades temos: E Ê Er Ti N = E 
Eu AULA o O ag=arqi=()(N2) edi =v2t 2 =2"/2=442 
n-k fatores 
EN p ul 
6.2 E É e no "2 1 no std n 
e | O ameaçar E 
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o 
e 
e 
e 
a 
e 
) 
e 
s 
º 
e 
e 
e 
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e 
e 
e 
s 
e 
e 
e 
e 
º 
e 
e 
e 
e 
e 
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e 


e 6.2) Numa PG tem-se a; = 3 e as = 96. Determine sua razão. —*4 
: 1 E Da equação (l) vem: a, a 
i Solução a “ 
e = qi=32=2 para q= Stomosia = as eaPGé(-1-3-9 -27; -8t...) 
4 96=3-q P=5 0 q=2 A : 
' £ para q=-3 temos a,=—7=2 e a PG é (2; 6,18; -54/162....) 
dd 6.3) Numa PG temos a; =6 6 as = 486 = 
i e Determine sua razão. gy 
:'0 Solução 6.6) Numa PGtemos a; =3 e a = * Determine ay. 
; a a=a q N -& =81=3º Solução 
e 486=6-q! E a EN Bim Pg coa te DR erp 4 EEE essa 
[O eia aPsE iss io) 3 
' -34 a=a,-q 
1] Parag=-3,a PG é: (6; -18;54;-162;...) 4 ; 
e e (3 Como qí > O temos: 
E sq 
e 8.4) O número 384 é um dos termos da PG (É É ) - Determine sua “posição”. 2 a, =3 (5) = sa = e 
E 3 
o Solução q= *5 : 
| 
3 
e 4 3 | 6.7) | Inserir 5 meios geométricos entre 3 e 192. 
q= & =2 a = 3 ] 
e 3 Solução 
e a=a qr 2" =2048= 21! Devemos formar uma PG de 7 termos onde a, = 3 e ay = 192 
e Son Em Boa a Ao a ara; 
e oB? Pop Pena ES JESLIpa 
(384)(8) 21 - 
e Bio 5 meios 
3 2 E 
a=a "q 
º 
1 Portanto, 384 é o 11º termo da PG. 192=3- q 
hd 85) Numa PGtemosa,+a=-4 e a; +as=-36. Escreva os 5 primeiros qf=64=2 
e termos da PG. qf="oq=+2 
e Solução Es Portanto, há-duas possibilidades: —— — — E 
e a =a,:q as aq a=aq z 
o ata=-4 [atag=-4 fa(isa)=4 (1) : 
9 o Eh 
e as+a,=-36 agi+aq'=-36 ad (1+9)=-30 (1) 6.8) Numa PG o 4º termo é 20% do 3º termo, Sabendo que a, = 2000, calcule as. 
e Dividindo membro a membro a equação (II) pela equação (!) temos: Solução 
ag(ira) -38 q 20% = o =02=1 
dd a(t+g) —4 , ; 
e Q=9 > q=+3 Se ay é 20% de as, então a, = a, . 


Isto quer dizer que a razão é q -: e assim Solução 


Antes de cada retirada o tanque tem 1000 litros de liquido dos quais são 


1) 2d 2.16 


4 
=a,- q? =(2000)| — ES 
aa q =( ( 5 5 ga 5 5 


retirados 200 iitros (isto é, : do total). Portanto a cada retirada tiramos 5 


6.9). À população de uma cidade aumenta à taxa de 10% ao ano. Sabendo.que em do líquido que estava no recipiente e portanto restam E Assim, a cada 


E 1970 a população era de 200.000 habitantes, qual a população em 1974? 


Í Solução retirada, a quantidade de álcoo! no tanque é multiplicada por E Depois da 


Dizer que a população aumenta de 40% ao ano significa que se em um 
certo ano a população é de x habitantes, o número de habitantes no ano 
seguinte será 


4º retirada, a quantidade de álcool que resta é (em litros): 
4 

1000 (É) = to00-(558) =1000 (o, 4096) = 409,6 

x+10%dex=x+0,1x=1,1x 5 825 

Assim, após a 4º retirada, sobrarão 409,6 litros de áicool. 


Assim, de um ano para outro, o número de habitantes é multiplicado por 1,1 
EL R-portanto os números de habitantes em cada ano formam uma PG de razão 


6.13) Considere a PG cuotermogerals 


q = 1,1. Sendo hygro O número de habitantes em 1970 € hisys O número de — RE E 
habitantes em 1974, temos: . ; an=3:2 
Iasrs = hugro * Q" = (200.000) (1,1)! = (200.000) (1,4841) = 292.820 e seja a sequência cujo termo geralé, 
GNR TS a 
6.10) Um automóvel foi comprado por R$ 200 000,00 e sofre uma desvalorização saiu Br = (8n) : 
de 20% ao ano. Qual o seu valor após 6 anos? Mostre que (bn) é uma PG e calêulê à fazão. 
“Solução Solução 
Sendo x o valor do automóvel em um certo ano, no ano seguinte será + ba = (ani = (3-2 =.) k Re 
x-20%dex=x—-0,2X=0,8x | ; nstanto ame, 
ê iplicado por , ê 
Pb em lena do automóvel é multiplicado poi ne ade som, 2 equação 6.3 podemos afirmar que (br) é uma PG cuja 
É E razão é igual a 2º. o 


V = (200 000) (0.8)º = (200 000) (0,282 144) = 31 250 
Portanto, após 6 anos o valor do carro será de R$ 31 250,00. se piaiadão 6 
E : : Exercícios Propostos 
6.11) Um capital de R$ 400 000,00 foi colocado a juros compostos de 10% ao ; 
mês. Calcule o montante após 4 meses. E 


6.14) Consideremos a PG (55 do, À. gi 
à 32 18 8 


Solução 
i E RESIDE E a) Dê a fórmula de seu termo geral. 
Quando os juros são compostos, a taxa é aplicada não sobre o capital inicial A Determine o 10º Fi pese 
mas sobre o montante anterior. Portanto, se x é o montante em um certo 
mês, no mês seguinte o montante será: .. - ' 4 3 
Ea X+IONdEXEXEOLXEA x = mr defis 6.15) Numa PG temos a, EA Determine a razão. 


* Assim os montantes mensais formam uma PG de-razão q = 1,1, Sendo 


R$ 400 000,00 o capital inicialapôs 4 meses o montante (emeais) será: - e e == os 2 e e N 
m = (400 000) (1,1)º = (400 000) (1,4641) = 585 640 6.16) Numa PG tem-se a, E eq= Determine i sabendo que à; = 5 
P ; 4 meses o montante será R$ 585 640,00. | 
grianto upós desse aaa E R | 6.17) Numa PG temos as = 5 e q=-6. Calcule as. 


6.12) Um tanque tem 1000 litros de álcool. Retiram-se 200 litros que são 
substituídos por água.Misturamos bem e em seguida retiram-se 200 litros. Gado A ads 
dessa mistura que são substituídos pór água, e assim sucessivamente. 6.18) Numa PG temos as + as + as = 370 e à4 + as + ão = 740. Calcule o primeiro 
Após 4 retiradas, quantos litros de álcool restam? termo e a razão. 


ms a: 115 


COCOMCCECOVO COLO CCLCCCDOLOLVOCCOCA. 


0000000600 0. 


À 
io 


—-8.22)--Sendo-(an) uma-PA de termo geral -— Tal 


8.19) Numa PG temos ap, =64xe az =-27x, onde x * 0. Calcule ays4. 


8.20) Calcule as razões das seguintes progressões geométricas. 


6.21) Um capital de R$ 500.000,00 foi colocado à juros compostos de 20% ao 


ano. Calcule o montante após 3 anos. 


a=3n-2 
considere a sequência (ba) cujo termo geral é 
by =4 
Mostre que (bn) é uma PG e calcule sua razão. 


8.23) A sequência (an) é uma PA cujo termo geral é É 


an=3n-4 
e a sequência (bn) é uma PG cujo termo geral é 
b,=5:2" 
Considere a sequência (cn) dada por 
Cn =bs, 


Prove que é uma PG e calcule sua razão. 


6.24) Numa PG temos amen = A é amn=B. SendoA>0eB>0, calcule am. 


6.5. MÉDIA GEOMÉTRICA 


Consideremos n números 
X1, Xa o Xn 
A média geométrica deles é o número mg dado por: 


Exemplo 
Consideremos os 3 números 4, -Ge 9. A média geométrica deles é mg dada 
por: Ê 
“mg =(4)(-6)(9)=-216=-8º 
Portanto my = -8 E 
No caso de dois números x e y, a média geométrica mg é dada por 
mij=x-y 


Exemplo 
Consideremos os números 4 e 16. A média geométrica mg deles deve 

satisfazer: 

—m=4(160)=64.0 


Portanto m=*8 
Observação 
Alguns autores definem a média geométrica do seguinte modo: 


My =, Xo- 


Isto acarreta que quando n é par, mg > O (veja o item 1,3). 


6.6. PROPRIEDADE 


Sejam a, b e c três termos consecutivos de uma PG 
(uiarbi e.) 


Suponhamos inicialmente que os três são diferentes de zero e seja qa 
razão da PG. Temos: 


Portanto: 2 = £ e assim b? = ac 
ab 


É fácil verificar que mesmo no caso em que q = 0 vale b? = ac. Portanto: 


(6.5) 


Exemplo 


COCOCCCOCCCLCOCCATOCCS 


64). 
isto é: 


É óbvio que, quando n for par, devemos ter 
XX"... Xn>0 


e 


Determine o valor de x de modo que os números x- 8, x + 1ex-17 sejam 
termos consecutivos de uma PG. : 


Solução 
(jx=8x+1;x—17;..) 

“(X+1P=(x-8)(x-17) 
$azx+t=-1Tx- Bx+ 136 
27x = 135 E ta 
x=5 


6.7. REPRESENTAÇÕES ESPECIAIS 


Bd 
1 msm 2Y «by o MY «ye 
(x+y) 


Como no caso da PA, quando a PG tem poucos termos pode ser X+Y 
conveniente representá-los de modo especial. Supondo que a razão q seja 
diferente de zero temos: axy 2 
k o qs1 o 4y<(x+y) o 
2) para 3 termos (e+y) 
E X ex o sysr+y eye 
sa q o 0<x-2xy+y? e 0<(x-y) 
ra 5 termos 
P E Como (x— y)? > 0 é verdade, então mm < Img] também o é. 
q q * XG HO. ; Reunindo as conclusões (1) e (Il) temos: 
my sfn<ma 


c) para 4 termos 
XX uv xy 2 
Sega” (g=7) ú ú 
y 6.27) Que número devemos somar aos números -1, 1 e 4 de modo que se 
obtenha, nessa ordem, uma PG? 


Ta) para 6 termos E : E E ASP ao e sn 
. “TT Solução ERES GU GS aj — 


Poti e 3. 5 = +; 
Err is ts; Y Sendo x o número procurado, a sequência 
(+ 1+x,4+%) 


é uma PG e portanto: 
(d+AP=(1+n(4+%) 
ta zuado 4 x + ax 
-x=-5 

x=5 


Exercícios Resolvidos 


6.25) Determine asmédias geométricas dos números: 
a) —10e -40 b) 16,4e8 


Solução 

a) mê =(-10)(-40) = 400 
m, = 400 = 20 

b) mi=(16)(4)(8)=2º 


6.28) Mostre que, para que a sequência 
(a; b; e) 
seja ao mesmo tempo PA e PG, devemos tera=b = 


m=2=8 Solução 
6.26) Sejam x e y dois números reais positivos. Sendo Ma My € Mn Se (a; b; c) é PA, de razão r, podemos escrever. 
respectivamente, as médias aritméticas, geométrica e harmônica de x e Y, a=b-r 
mostre que c=b+r 
E 
Mm $ fr) Ma , isto é, a sequência pode ser representada por 
Solução (b-rbib+n) 
x+ : Es a o aa RO pi e Epi spend ir = ; o 
—m= + i Imgl = RSA Mm = E - » & cano é PG; deve Vale.» as nai metano cessam 
e ERE: b=(b-)(b+t) 
= E 
D msm o si o nbysmyo EO 
; =0 
e ay (rey) e agysrsayry o ,=0 
: asb-r=b 
o0<x-2y+y & o<(x-y/ a 
- Como (xy? > 0 é verdade, então Jmgl < ma também o é. Ass a=b=o 
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COUTUCCCCCONCCCCCOCCOCOUCOHACCCCOA 


Eresia sos —obtemos:- Ea a e pel se di 


6.29) Determine 3 números em PG conhecendo sua soma = e o seu produto Ea 


Solução 
Sejam x; xq os três números 


x -18 
q AME 5 (1 


x 8 
qa (it) 


Da equação (Il) tiramos x* = = e portanto x = 3º Substituindo em (1) 


6+69+6q = 199 
69 -13q+6 =0 


Esta equação tem duas raízes: q' -5 eq" -5 Ê 


2 
x 3.4 
3. 15=3"5 4.2 
=l 3 Em 
q > q 5 9 apa 6 (5:5:1) 
xg=1 
2 
Eu dad 
2011 2 2.4 
q=3> 3 =apGe(15:5] 
.22./4 
S=33"3 


Observe que a utilização das representações especiais é particularmente 


interessante quando se conhece o produto dos termos da PG. 


-- 6.30) -Numa.PG de 5 termos reais, a soma dos termos de ordem ímpar é 21 e a 
soma dos termos de ordem par é 10. Determine a PG. 


Este sistema de equações não é tão simples como os que apareceram nos 
exercícios 6.5 e 6.18. Precisaremos usar alguns artifícios. 
De (I) tiramos: 


ra =21-x 


dee )-zr-x 


-diraj=to CORRO AN o 


2 
No quadro ao tado vemos que Lg = (á+a) EO 
E q 


21ix-x2 =100-2x2 
xX2+21%-100=0. 


Solução 


Representemos os termos da PG por Rus E x; xq; xq? 
9 
X 2 
Ta tx+xg = 21 (D 
q 
x 
=+xq=10 N 
quo qm) 


As raizes desta equação são x =4e x'=-25. 
1 10 410 5 
1)parax=4vem: —+q=—D = => 
'p Mm qr" 402 
1 


onde tiramos q = 2 ouq = 3 
Tomando q=2,a PGé(1;2:4:8; 16) 


Tomando q = ja PG é (16;8;4;2:1) 
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2º) para x = -25 vem: ata «0. . 
onde tiramos a equação: 
592 +29+5=0' 
que não admite raízes reais. 


8.31) Consideremos uma PC crescente de termos positivos e de razão q. 
Determine os valores ds q para os quais três termos consecutivos dessa PG 
possam ser as medidas dos lados de um triângulo. 


Solução 


Sejam Ee x e xq os três termos, com x > 0e q > 1. O maior número 'é xq. 


Para garantir que os três números sejam as medidas dos lados de um 
«—-—-——riângulo,-basta impor que o maior seja menor que a soma dos outros dois. 


x 
xg<—+x 
a q 
Dividindo por x: 
1 
q<—+1 
q 
/ q <1+q 
| q -q-1<0 
: Esta inequação é satisfeita para: 
1-45 1248 
2 Sa: 
Mas; como q > 1, a resposta é: 
1<q< E 


6.32) Determine uma PG de três termos positivos, sabendo que a soma dos 
termos é 21 e a soma dos quadrados dos termos é 189. 


Solução 
E 
4º modo: Um modo de resolver este exercício é representar os termos por 


q | x e xq escrevendo: 


Em seguida procede-se como no exercício 6.30. Vamos então encaminhar a 
resolução de um outro modo. 


2º modo: Representando a PG por (a; b; c) temos: 
a+b+c=21 (1) 

; E +b2+c?=189 (11) 

Lembrando da identidade: 
(a+b+c)=a?+b? + cê+ 2ab + 2a0+ 2bc 
. e usando. b? = ac temos: 

(arbro?=a!+b?+c2+2ab+2b! + 2bc 
(asb+o)=(a+bl+c)+abla+b+o) 
212 = 189+2b (21) 
441 = 189 + 42b 
b=6 


Substituindo em (1) e (Il) temos: 
a+c=15 UD) 
a? + cê = 153 (IV) 


De (Ill) vem a = 15 — . Substituindo em (IV) obtemos a equação 
&-150+36=0, 
que tem raizes c'=3ec'=12. 
para c=3 vema=12eaPA é (12,6; 3) 
para c=i2vema=3eaPAé(36; 12) 


Exercícios Propostos 


6.33) Determine as médias geométricas dos seguintes números: 
a) 12e27 
b) 6;8/4e 24 


6.34) Determine o valor de x de modo que (x — 4; 8+x;44+x) seja PG. 


6.35) O produto de três números em PG é-9 261 e a soma do 1º com 0 2º 6 —17. 
Determine a PG. 


6.36) A soma dos três primeiros termos de uma PG é 5 e a soma des quadrados 


x 
>+x+xg=21 
q q 
XE cniare baid 
So rx)+xºg" = 189 
q 
122 « 


desses termos é a Determine a PG. 


8.37) A sequência (a; b; c) é uma PA cuja soma dos termos é 24 e a sequência 
(a; 2b; 106 — 12) é uma PG. Determine a, b e c. 


6.38) Determine x de modo que (2*, 3, 5%) seja uma PG. 
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CCC0OCOCCLTCCCCOCVCCUCCLCCOC00CNC00: 


- portanto, a razão q é diferente de zero). Temos: 


6.39) Determine 5 números em PG sabendo que az + a4= 1(0ea+as+as=21. 


6.40) A sequência (a; b; c) é uma PG de razão q = 0, tal que a < 0. Determine os 


valores de q tais que c > 4b — 3a. 


6.41) Sabendo que (a; b; c) é uma PG mostre que (a+b+c)(a-b+q=a!+b? +02 


EA 


6.8. PROPRIEDADES 


a) Consideremos uma PG finita onde a e as são equidistantes dos 
extremos: 
(ay; az; ...; Ar ...i As)... An) , 
Suponhamos, inicialmente, que todos os termos sejam diferentes de zero 


a =a,:q7! (O) 

aç=aç qr [)) 
Dividindo membro a membro as igualdades (1) e (Il), temos: 
a; «qr 


a 
Em a,-qrê 
a, 
ar 


Como ar e as são equidistantes dos extremos, temos r— 1 =n-— se, portanto, 
r— n-s - 
Que qu 


Gun 


(6.8) 


É fácil verificar que essa propriedade vale também no caso em queg=0ou 
no caso da PG de razão indeterminada. 


“"b) "Corisideremos uma PG finita de número fmpar de termos, em que ap é 
termo central: 


6.9, PRODUTO DOS TERMOS 


Seja Pn o produto dos n primeiros termos de uma PG. 
Pozar az as... an-2º Qn-1º Bn (1) 
Po=an'ên-1ºan-2º.. Ag ar as O) 


-—Multiplicando-membro-a membro-as igualdades (1) e(ll-temos: 
Pj= (aan) (222.1) (238n-2)..-(2n.235 )(2p-180) (2684) 
CS = Sis en pane i o So 


PÉ Dentro de cada um dos parênteses temos o produto de dois termos 
equidistantes dos extremos ou o próprio produto dos extremos (ou o quadrado do 
termo central quando n for impar) e assim, cada um desses produtos é igual a ajan. 


Portanto: 


(6.8) 


Podemos chegar a outra fórmula para obter Pp: 


P=a-aasaç-.ay= 


“e (ofea' (26). (nar )- 
ESSA Toe sereia 


n vezes 
=af qts) 
Porém, 1+2+3+...+ a Ra! - 1) 


Portanto: 


(as; az; ...; ap. 1; ap; 2p+ 1; An) 
Neste caso ap. 1€ ap+ 1 são equidistantes dos extremos e, portanto: 
ap.1' Ap+1= 81" an 
Mas sabemos que aj =a, 4'apu Portanto: 


2 
aç=a,a 


Podemos representar de outro modo: 


Exemplo . : 
Calcule o produto dos 20 primeiros termos da PG: 


cifiáio: ad 
Si Zi 
(5 93 ) 


Solução 

2 

-2 -2 S. 

G=5"35 q=5= -3 

2 

n(n-1) 
Pa =a1 "q 2 
20619) 20 
—2 1 
o Rysatig to = ai? alo (5) (3) “= 


6.10, SOMA DOS TERMOS 


Vamos deduzir fórmulas que permitam calcular a soma dos n primeiros 
termos de uma PG. Representando essa soma por Sn, vamos considerar 3 casos. . 


1º) razão indeterminada 
É o caso da PG (0,0,0:0 


..)e, portanto, para todo ne N* temos: 


E como q = 1, temos: 


(6.12) 


A fórmula 6.12 pode ser transformada para uma outra forma: 


Ara a ql-q-a, cara -a, cade) 
q-1 q-1 q-1 q-1 


Sa 


(6.13) 


Exercícios Resolvidos 


BRR SR 


6.42) Gejede 1(4:). 
i=1 


Solução 
A sequência de termo geral an = 4- 3º é uma PG de razão q = 3 e primeiro 
termo a = 4(3)' = 12. 
Como P,=aj-q ? temos: 
12 12(11) 
[I(t2)=Pa=at a? cata =(12)" 8)" 
i=1 


(6.10) 
e: (3.4)? (33º =92.412,98 — a78.g12 

2)9=1 

Neste caso a PG pode ser escrita (ar; mar; ..) 8 portanto: 6.43) Calcule a soma dos 7 primeiros termos da PG (2;6; 18;...) 

(6.11) Solução 
= 6 

9)qx=1 a=2 q=5=3 

Sa=zatatast..tan-2tan-1*In (1) a(o 1) 

Multiplicando 0 dois membros de (1) por q: Sn = q 

E SPO tp o 
q-S, = Ag 4220 + 2d +...+ By 20 +81 o De qt — eg — ga TE, pe Sd 
seraarat te, AREIDãS RE: Ses PEC E pr 
Isto é: RR =3=1 =— - 
(1) 6.44) Determine, em função de n, o valor da soma 


qS,=a,+83+8,+...+an tanta 


Subtraindo membro a:membro as igualdades (11) e (1) temos: 


qSn— Sn= ang— ar 
"Silg-— 1) =anq— as 
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S=1+104100+... +10" 
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COCCCOLOOC COCO O COCVCOCCCTOCCCO: 


! 
T 


Solução 
A sequência (1; 10; 100; ... 


6.45) Calcule as seguintes somas: 


6.46) A soma dos n primeiros termos de uma PG de razão diferente de 1 é dada, : 


a) A=9+99+999+. + 999.9 
n algarismos 

b) B=I+11+111+..+ 111.1 
qui 
nalgarismos 

Solução 

a) A=9+99+999+.. +999. 9= 


= (Mo-D+( oo Mia fidoo = Te. 


«+ (102 1)= 
=(10+102+10º+ 


OD (deter +)= 
a 


nparceias 
to(10"-1)-en 
n=z—DD—L 
10-1 5 9 


9+99+999+...+999...9 
9 
Aproveitando o resultado do item anterior temos: 


A to(10º-1)-sn 


9 81 


b) B=1+M +++ Mt= 


B= 


à, 


para todo n, RE 


a 4 sam 9 -a 
Si = 5 
É 


;10"-!) é uma PG de n termos coma=teq=10. 


6.47) 


Solução 


Portanto: 


a=a” 
ara=a“+a* 


onde tiramos az = a? “e, portanto: 


Sendo x = O, calcule a soma: 


2 2 2 
S= xad +1 X a) +. [3º +38) 
x x? x” 


(Cento am) e(2e2e a 2) (Gatti 


n parcelas 
Neste ponto vamos considerar 2 casos: 
19x%=1 j 
S=(1+14..+1)+(2+2+4..42D+(1+1%+.. 


Portanto, para x? = 1 vem S = 4n 


29x 41 


exRextesxho AD do 


*2+2+..+2=2n' 


+=n+2n+n=4n 


000000 /0000 


onde à? x 1. Determine a razão da PG e o 1º termo. . Aço 4+——.= = ç] = 
xx en dia x 
Solução x? x? 
LOS Sb . 
” s catraf-at a? atua! (=) a = E 1=x2 ai x 
1 a2-1 a2-1 a2-1 . 1x2 nen fa Ra! Po (x = 
-4 [02 3. AT 46 
s,-al+al-at-at à (a +a --a) a [a (ita)-(t+a)] Então: ; 
221 a 22 s.E (x Ea PA ade es 
= 2 iai Ds 20/42 2. x2 
a [(1+a)fa -1)] E = x*—1 x (x 1) 
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Mas:S/=a e S>=aita 


soma S e a soma S' dos seus inversos. 


* 648) Calcule o produto dos à primeiros termos de uma PG conhecendo-se a sua 
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6.53) Numa PG tem-se a, ' q= 3ea+g= Õ. Calcule a sorna dos 5 primeiros 


Solução 
Observemos, inicialmente, que se tivermos uma PG (as; az; ...3n) de razão q, termos. 
a sequência dos inversos dos termos: í 
E 6.54) Calcule a soma dos n primeiros termos da sequência: 
o ço É 1.2: 2:28. 
PE d (1,2,28, 25...) 


6.55) Seja À a soma dos n primeiros termos da sequência: (1, 3 9; 27,.). 
Calcule, em função de A, a soma dos n primeiros termos da sequência: 


é também uma PG cuja razão é igual a é (estamos supondo que todos os 


termos são diferentes de zero). Assim: , l , (+ 4, Er as ) 
RR) E 3927 
q-1 RE + 6.56) 
n F É 
alo, = 1 
regentes! s se ai gt ds A ata 
14 a t-q a(q-1) 4 
q q 6.57) Uma PG tem a =3e q =4. A soma dos k primeiros termos dessa PG é 
| igual a 4 095. Calcule k. 
Portanto 
i "1 E a t+. 
| x (Es ã 4 6.11. LIMITE DA SOMA 
Sata is E Consideremos uma PG infinita de razão q+0, tal que lg] < 1, isto 6, 
al q —1<g< 1. Neste caso observa-se que, à medida que n aumenta, lan) diminui. 
n 
Exemplos 
Mas de acordo com a fórmula 6.8 temos: 1 4 
n RA asd aid 
p? =(2a0)' «(5) a) Na po( 378 751) a razão é q=5 € 08 termos vão diminuindo 
à medida que n aumenta 
114,1. 


: portanto: |P,| = (5) : b) Na PG (a-+ 39:27 Sie) temos q=-5 (e, portanto, Ia < 1). 


Observamos que, à medida que n aumenta, o módulo de an diminui. 


Para estes casos, deixando n aumentar indefinidamente, o termo an fende a 
zero, Dizemos que: 
“o limite de an, para n tendendo ao infinito, é igual a zero” 


Exercícios Propostos 


6.49) Considere a PG (E-na-4) Calcule o produto dos 22 primeiros : : 
ca dast  P 2 E o ; E e simbolizamos por: 


termos. Jess SE 
lim'a,=0 
E E Re E — = no” 
6.50) Para a PG do exercício anterior, calcule a soma dos 6 primeiros termos. Tomemos a fórmula 6.12, que nos dá a Sóma dos'n primeiros termos de 


uma PG de razão q x 1: 


6.51) Considere a PG cujo termo geral é an = 2: 3"-2, Calcule a soma dos 10 
primeiros termos. s = nd 
n q = 
6.52) Numa PG tem-se razão q = 2 e a soma dos & primeiros termos igual a 63. Fazendo n fender ao infinito, an tende a zero; podemos então escrever: 


Determine o primeiro termo. 
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pu 


ts 
o 
º 
e 
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ga 


0 


ie Exercícios Resolvidos 

i 8 6.58) Calcule o limite da soma dos termos da PG 

| . (8.14), a (888. ) 

j É À 39270" 

io “ Podemos escrever simplesmente: Soluçã 

; . olução 

/0 artartas+.. : (para 0a] <1) 8 ê 4 a, E Ê 

Rd Rigo oo SOB 4 a RO 
|) (para 0 =[9|<1) 3 3 

e ; : anta ANS E 

e - Exemplo... ass ais ED RR e o 8.59) Seja a. PG infinita (012.4... | -cateut “a. soma-..dos..seus fREnDS Mesa 
e Consideremos a PG infinita SE ordem ímpar. as doa 
e Neste caso, ao pedir simplesmente a soma, queremos nos referir ao limite 
PS da soma. Repare que de (s 2; 5 E ) tem razão q 4 e a sequência 
e dos seus “termos de ordem ímpar (s á: .) é uma PG de razão 


! . 
is a 1 E 
Isto significa que, por mais termos que tomemos nesta E q'=qê =. Assim, sendo S a soma dos termos de ordem impar, temos: 
» S qu progressão, a soma 18 ! : 
nunca ultrapassará o núméro 8, “chegando cada véz mais perto”. “Assi f 
no exemplo: Gg is perto”. Assim, temos, Eis. a, 8. 8. 8(1 6) 128 
S,/=44+2=6 “TÊ (4 165115 775 
16 16 


S4=4+2+1=7 


6.60) Um trem move-se com velocidade constante quando surge um obstáculo um 


S,=4124441.75 
2 " pouco adiante. O maquinista, imediatamente, começa a frear de modo que 


S= 44241414 107 75 X . no: “no 1º segundo o trem anda 20 metros e em cada segundo seguinte anda, 

DIR Cardo is E Ê aproximadamente, 80% do que andou no segundo anterior. Sabendo que no 

S,=4+241 Rs RR ! > . instante em que o maquinista começou a frear o obstáculo estava a 150 
Ste Fa: *z*gE 7,875 5 si . Es e t. . metros do trem, pergunta-se: haverá choque entre o trem e o obstáculo? 

"ã = 7,9375 md sã É q Solução O ESSO e a ERR 

= RR ; E . ” ; . Comio"em cadá segundo O trem vai percorrer 80% do que percorreu no 

Se tttiegegtgearas= 7,96875 . ; segundo anterior, os espaços percorridos por ele em cada segundo 


formarão uma PG de razão q = 80% e a; =20, Como 0x la <1, a soma dos 
espaços percorridos tem um limite. Temos. 


Observações 


1º) Em vez de “limite da soma" poderemos falar simpl E ) j : j 
assunto de limites será estudado com mai : ç Vê: ; ú j 
8 desta coleção. ais detalhes no volume E 
132 - : E i é 133 


6.62) Calcule a geratriz da dízima 0,990... cujo lado mede x. Vemos, então, que de um quadrado para o seguinte, a 


Solução º 
Portanto o trem percorrerá menos de 100 metros, e assim, nunca haverá o f e 
choque, pois inicialmente o trem estava a 150 metros do obstáculo. sem a = 
e & 
6.61) Calcule a geratriz da dízima períodica 0,212121... º 
Solução ; £ 
Fa E É PJ e 
x=0,212121...=0,21+0,0021+0,000021+... = e 
o E 
100 “10000 "1000000 * 19? 10! 108 * bd 
À sequência (E El -) é uma PG de razão ed 
102" 10 e 
pra te 
q= Fa = mo =0,01 | 2 e 
F to: te E Sendo £ a medida do lado de um dos quadrados e x a medida do lado do 
|. DR PR mp ER E : 
7 21 Ea! quadrado seguintertemos:—— PR e opina ny pssE et 
“times = BM 2 100 (100.217 ePlop 2 2 28 
*=MSa=7.9" 7001 0,9979973 | 2 (5) (5 “ataoa 
| Portanto: 1 ê » 
À 7 RAS 
I 0,2121 =35 . 2 
| : ; Mas, £> é a área do quadrado cujo lado mede £ e x é a área do quadrado 
|! 
| 


área é multiplicada por à. Portanto, a sequência das áreas é uma PG de 


| Solução 

| a S Ta Sea E E razão 5 e primeiro termo ay = az. 

| Pio 

| 19,8,8 2240. 105 4º . E 2 

| MOC ID SO É img= 2. 2 28 co 
gado : ç 1-q 11 

| 10 70 : 1-3 5 

Assim: 0,999... = 1 s 


| É 
| á ” 6.64) Calcule o limite da expressão 
6.63. Consideremos um quadrado de lado a. Unindo os pontos médios dos lados : 
| obtemos um outro quadrado. Unindo os pontos médios do novo quadrado E é a aaa Sa 
obtemos um outro quadrado e vamos, assim, procedendo indefinidamente. 


Calcule o limite da soma das áreas de todos os quadrados assim construídos. onde a > 0, quando o número de radicais aumenta indefinidamente. 


=» Solução 


135 
134 : 


000040060 


Exercícios Propostos 


6.65) Calcule o limite da soma dos termos da PG: 


É 135, 
(so 45; 7] a] 
EAR 
6.66) Calcule 313.2" 
n=1 
6.67) Sendo a > 1 calcule: 
at dito 
a a a41'm 
6.68) Calcule sen|E+ E. Z 4. 
) (dede. 


6.69) A soma dos termos de uma PG infinita é igual a 10 e o primeiro termo é 
igual a 6. Calcule a razão. 


6.70) Seja x um número real não nuto, tal que -1 <x<1. Calcule a soma: 


8.71) Numa PG infinita a soma dos termos de ordem impar é 54 e a soma dos 
termos de ordem par é 36. Determine a PG. 


XxX x 


atiotgat 80 


x+ 


8.73) Um triângulo equilátero tem lado medindo 20. Ligando os pontos médios dos 
lados obtemos um outro triângulo equilátero. Ligando os pontos médios dos 
lados do novo triângulo, obtemos um outro triângulo equilátero e, assim, 
vamos procedendo indefinidamente. Calcule a soma dos perímetros de 
todos os triângulos assim construídos. 


ER 


dd 
e 
e 
e 
e 6.72) Resolva a equação: 
e 
e 
8 
e 
€ 


6.74) Calcule o limite da expressão: 


atybêvaybê... 


coma>0eb>0, quando o número de radicais aumenta indefinidamente. 


6.75) Calcule: 


dio Sud fia 1 1 
(bege) 


6.12. PROGRESSÕES ARITMÉTICO-GEOMÉTRICAS 


Uma sequência do tipo: 

Rae = teta+nata + 200; (a + 3a. 
é chamada progressão aritmético-geométrica. 

Os números a, a +r, a + 2r;... »rmam uma PA de razão r e os números q, 


q2, q”, ... formam uma PG de razão q. 
Para acharmos a soma Sn dos n primeiros termos dessa progressão, 


usamos um procedimento análogo ao usado na dedução da fórmula da soma dos n 
primeiros termos da PG (ver item 6.10): 
“multiplicamos S, por q e fazemos a diferença S, — qSn” 


Exercícios Resolvidos 


6.76) Calcule a soma dos n primeiros termos da sequência: 
TE (3) (3); (5) (3: (7) (3% (0) (3%; 


Solução 
Aqui temos r=2e q =3. O termo de ordem n dessa sequência é: 
an = (2n-1) (30! 
Assim, a soma procurada é: 
S=1+33)+5(3)+7(3)+9(3)+.. +(2n-3(3"" + (2n-1)(3º-1) (1) 


Multiplicando os dois membros de (1) por q = 3, obtemos: 
38h = 1(3) +3(3% + 5(3)+ 7/89) + 9639) +... (20 = 33") 4 (20 = 1389) (1) 


20 


Subtraindo membro a membro (H) de (1: 
Sa =1+3(3)+5(32)+7(3º)+... + (2n-3)(372) + (2n-1)(3º") 
38, =1(3)+3(3º)+5(3º) +... (2n-3)(3") + (2n-0)3º 


-28,=1+2(3)+2(3º)+2(3) +... +2(9)-(2n0-1)3º 


-28,=1-(2n-1)(3º)+2(3+32 43º +... +31) 


Exercícios Suplementares 


1 1 
sos aus 
(2n+1)(2n+5) (2041) (2n+5) 

Calcule o valor da soma: 


+ 


ET NETO MAO 


1 
si (2n+1)(2n+5) 


Considere as seguintes progressões geométricas: 


Esboce os seus gráficos. 


Sabendo que é b; c) ê uma PA, mostre « que 
(2 +ab+b;cracra; bl +bo+c?) 


Numa PA de 3 termos a soma de seus termos é igual a 6 e a soma dos 
quadrados dos termos é igual a 14. Determine a PA. 


Determine 5 números em PA, sabendo que sua soma a. igual a 5 e a soma 
de seus cubos é 265. 


225 
Numa PA de razão rtemos a, =7 e af= nã Determine as e r. 


Calcule [> (2i- a] 


Numa PA, sendo Sn a soma dos n primeiros termos, sabe-se que Sz = Sy. 
= Or? roda, 


.+x= 126 


pejeino o valor de x na igualdade: 
sed 


Numa PA o terceiro temo, TE a+ 4 poa o décimo terceiro termo é a + 24b. 


8.80) Calcule > 
n=1 


138 


| 


Numa PA decrescente de 4 termos, a soma dos termos é iguala 22 e a 
soma de seus quadrados é 166. Determine a PA. 


nt 
a 3) [l.1) Sabendo que 
3(311-1) 
gn 
:-28,=1-(2n-1)3 a = ; : : 
=1-(2n-1)3 +3(8 = 1)= 
a ie 11.2) 
=1-(2n-1)3 +3 -3=1-3+(1-2n+1)3" = a) (2:4:8; 16:32) 
=-2+(2-20)3º b) (s 424 3) 
Portanto: Sn=1+(n- 193º 2 
c) (2;-4; 8; -16) 
* 6.77) Sendo x > 1 calcule o limite da soma 
per a 
x EE 11.3) 
Solução 
Aquitemr=1e a-i[note que E «) ; também é uma PA. 
E 11.4) 
243,48 
: Sethata ta ta 
dg 1,243%,4 1.5) 
E A ta tado 
1 +. 4 1 1 1 x 
S--S=t+>+5+5+5tu=s— == 
é x x (A x- 11.6) 
x 
(DE 
x) x— 
E 11.7) 
pe Pa E 
(2) -qãs É 
ENS SIRER PÇ “8 
RA XD (=P Calcule S4. 
11.9) 
Exercícios Propostos E sd na at 
e E dE O ai 11.10) 
6:78) Determine a somados n primeiros termos da sequencia = z 
(1; 23); HS); 443) 
E ; 11.11) 
6.79) Sendo 0 <x<1, calcule x + 20 + 3é + 4 +... 
“n.12) 


Numa PG temos a, + a2 = 28 e a; + as = 175. Determine a razão e o 
primeiro termo da progressão.” 
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10006 


á 


— 7)" Considere a sequência (an) definida por 


11.13) Determine três números em PG sabendo que sua soma é 13 e a soma de 


seus quadrados é 91. ; E 
3-2/2 Calcule ar. dolsçis $ eredo 


11,14) Numa PG temos a, = 


2-1 

E 

11.15) A população de certa cidade cresce 15% a cada 6 meses. Se em janeiro de 
1965 a população era de 80.000 habitantes, qual sua população em janeiro 

de 19687 Í o : 


1.16) Calcule o limite da soma 


SM 


A a) Calcule a,, ap e as. : 
E pá b) Mostre que (an) é uma PG e determine seu termo geral. Capítulo AR Logaritmos 
o e):Caleule 2 Capítulo 8 — Propriedades dos logaritmos 
| fé i 
ad 11.18) Calcule 824 122+1624...+32 Capítulo 9 — Logaritmos decimais 
q ã pe Capítulo 10 - Logaritnios neperianos — 
o 11.19) Calcule S'n(n+3) Uma breve história 
[1] o Capítulo 11 —- Mudança de base 
E | [1 11.20) Considere a PG de termo geral. i 
o a=2:4" 
. e seja a sequência (bn) definida por 
(3) bn= ai 
e a) Mostre que (bn) é uma PG e determine sua razão. 
a 10 
dd sbrealue Dbi CC O A asas ad ste dias SS — o - 
IH ) 
had E 
e 1.21) Determine as geratrizes das seguintes dizimas periódicas 
: a) 0,444... 
! b) 0,252525... 
| c) 0,125125125... 
| 


Capítulo 
Logaritmos |. 


7.1, INTRODUÇÃO 


Na primeira parte deste volume, estudamos a resolução de algumas 
equações exponenciais, onde a determinação da incógnita não apresentava 
grandes dificuldades. Faremos uma rápida revisão através de alguns exemplos. 
(Veja o exercício 1.62.) 


Exemplos 


a) 2*=32 Ê 
Como 32 = 2º, temos 2* = 2º portanto, x = 5 


-2 x -2 
Como 3=(5) , temos (5) -(3) : portanto, x = =2 
o) 7=49 
2 2 
Como 3/49 = 73, temos 7* = 7º; portanto, x = 
Ro 


cho 


da mi= 


1 1 
Como Eua 2, temos nº =7 2; portanto, x = + 


Ja 
6) 1t=1212 
Como 1212 = 1422, temos 11! = 1122; portanto, x=2/2 


Esse tipo de equação pode ser representado, genericamente, pela igualdade. 


onde a e b 5ão números reais positivos ea * 1. 


exemplos 


nos—exemplos-—acima 


ua 
apresentaram uma certa facilidade de resolução, pois, foi possível escrever O 
número b como uma potência de base a de expoente inteiro ou fracionário, mas 
sempre racional. Entretanto, essa mesma facilidade não ocorre em casos como, 
por exemplo, a =3 e b = 16. Sabemos que existe um número real x tal que 3*= 16; 
é evidente que x não pode ser um número inteiro. Na verdade, nesse caso, x é um 
número irracional e, por isso, sua representação decimal só pode ser escrita 
aproximadamente. No exemplo em questão, podemos escrever x = 2,524, pois 
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“Devemos notar que as equações examinada: 


28 = 16 : 
= . isto é, 

A perrtir do problema enunciado simbolicamente pela igualdade a* = b surge 

a noção de logaritmo. E 


7.2. DEFINIÇÃO DE LOGARITMO 
* Sejam a e b números reais positivos, e a » 1. Nessas condições, define-se: 


A condição a 5 O (como vimos anteriormente), é necessária para que a 
expressão a” tenha significado, qualquer que seja o expoente real x. Além disso, 
sendo a > 0, resulta sempre a* > O e por isso mesmo torna-se necessária a 
condição b > 0, sem o que não seria possível a igualdade a” = b. Por outro lado, a 
condição a » 1 também se faz necessária pois, como 1º = 1 para todo x, se 

- tivéssemos a = 1, então o único valor possível para b seria também 1 e o conceito 
de logaritmo, nesse caso, perderia qualquer interesse. 


Indicamos o logaritmo de b na base a com a notação loga b. A definição é, 
então, traduzida pela equivalência: 


— 7.3, CONSEQUÊNCIAS IMEDIATAS -— —.. nim EE 


Sejam a, b e c números reais positivos (a * 1) e a um número real 
qualquer. 


Da definição de logaritmo, são imediatas as seguintes conclusões: 
(D 

Evidente, pois, para todo a, aº = 1 
(1) 

Decorre, imediatamente, do fato a” 


(1) 


(IV) 


Exemplos : 
a) log232=5, pois 2º=32 
b) logs27 =3, pois 3º = 27 


c) logio = pois 10 = 


+ 
70 


-2 
d) log, 25 = 2, pois (É) =25 
5 5 


1 
e) og =, pois 18 = 31 


sos 4 
nº log; 7 =1 pois (7) = 7 
9) logs3 1 =0, pois 13º =1 


Observações 


De fato, se fizermos loga b = x, teremos aa? =a*=b, 
1º) Nomenclatura: na igualdade loga b = x, x é o logaritmo, a chama-se 


base e b chama-se logaritmando. O número b pode, também, ser 
chamado de antilogaritmo e ser indicado pela igualdade: 


(V) 


Como lcga b = loga c, podemos 1: dicar ambos os logaritmos com a mesma 
letra x: 


, àilogab=x e logac=x 
2*) Uma convenção: quando se omite a base a, escrevendo-se apenas log b, CRER figo SAT SEE E 
subentende-se que a base é a = 10. Os logaritmos de base 10 chamam-se 


Es EA PE 
Então, pela definição, temos: 
logaritmos decimais. 


3º) Existência do logaritmo: a definição de logaritmo faz restrições aos 
valores do logaritmando b e da base a. Ao escrevermos a expressão 
logab, devemos, sempre, lembrar que são necessárias as condições: 


ouseja, b=c. 


Nota: É imediato que a recíproca também é verdadeira, isto é, se b = c, então 
logab = logac, onde a, b e c satisfazem as condições de existência. 


7.4. RESUMO 


Exercícios Resolvidos 


74) 


7.2) 


Calcule log; 27 
5 


Solução 


R x ER 3 3 
Fazendo log, %27 =x, temos. (3) =527 ou 3%=35 onde -Dx=5i 
5 


portanto, x = log; s27 = -— 
EC] 
Calcule o valor da expressão: 


1 
y = log, 1+10g, 2+3-logs 27 —2log5 55 


Solução 
Das consequências da definição, temos: 
1 e 
log, 1=0, log, 2=1, log; 27 = log, 3º =3 e logs 3” log, 5? =-2. 


— Então, y=0+173-(3)-2-(=2)=14 


74) 


7.5) 


7.8) 


7.7) 


7.8) 


onde p = «?q e, finalmente, Ea a. 


log 


Resolva a equação x xº log, x = 18. 
rá 


Solução 
2 
Observando que xx * = [nox 3) =(3) =9, a equação fica: 
9-log, x =18 ou log, x = 2, onde x=2" =4 
Portanto, S = (4) 
Determine x para que logx 9x = 2. 


Solução 


Resolva a equação log (7x + 4) = log (5x + 2). 


Solução 

Da consequência (V), temos 7x + 4= 5x + 2 onde obtemos x = —1. 

No entanto, sabemos que os logaritmandos 7x + 4e 5x + 2 só podem 
assumir valores positivos e isto não ocorre quando substituímos x pelo valor 
determinado, o que equivale a dizer que a equação dada não admite 
solução. Então, S = 2. 


Mostre que, se loga bt=pelogab=q (pa a 0), então do a2, 

Solução 

Se log, b“ =p então a? =bº (1) 
Selog a b=q, então a“ =b (2) 


De (1) e (2): a? =(a!9)º ou a? = at 
2 


7.3) 


logs 2 
Calcule o valor de x=5 SARA 


Solução 


Alog; 2 ue logs 2 
=5 tos? 61.508 


3-(P-7()+2=0 
Fazendo, agora, a mudança de variável 3% = y, temos a equação: 
3y-7y+2=0 
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00900000000000000009000000000060: 


cujas raízes são v=5 ou y=2; voltando, então, a 3% = y, temos as 


igualdades: 


P=s e 8-2 


* Para a primeira, como Ses", temos 3% =3"!, onde 2x = —1; portanto 


1 


Xx=-—. 


Para resolvermos a segunda, lembremos a equivalência 
«a =b o x=logb 


Resolva as equações: 

a) 3logsx= logs x + 1: 

b) (loga x)? - 7 logax+10=0 
co) 2(l09x2-5logx+2=0 


Resolva as equações: 

a) logs (4x — 3) = loga (2x + 5) 
“D) log (2x — 7) = log (x— 9) 

c) logs (X2 — x) = logs (8x — 14) 

d) logia (xXº — 2x) = logsz (10 — 5x) 


9 log y7 |) logo56250,75 
7.18) Sendo loga b = pe logp a = q, mostre que p: q=1. 


7.10) Resolva as equações: 


sã Ê . Calcule: . 
Então: 32 =2 «> 2x = log; 2= 0,631 a) 4388438 e; 
: ug qua à ONE O, BABE A jam cao raio E puto ERA GOD Sh ga OT é cia DES TD pura Mi SRA ur ço E 
dd ; bj 40 
o) Logo, S= [-5: 0345) e : | c) 7%? 
" d) 52085 8 
: 0 Exercícios Propostos l ; e) 493 +ome3 
'e 7.9) Calcule: 1 
o a) log 121 9) logos Y625 | 7.15) Calcule o valor de y = logs: logz loga 128. 
io b) logia 11 h) loga ava l 7.16) Resolva as equações: 
e o) log 55 ) 109,02 ds ; 
5 b) l0g27 log loga (x — 1) = 3 
E) d) log,32 ) log 0,001 
) | F] ) : ps , 7.17) Sendo loga 2 = pe loga 3 = q, calcule: 
| e) log, 5 k) logo0625 0,125 É à 1 
| . po 9 à e dese (ioga 2) ene(cos9- 557] 
] a) logsx=0 e) log a; (x? -) =2 7.19) Resolva as equações: 
E) b) logs x=-2 9) log,3=2 ; a) Be pH 422 = 14 2 
: 4 E b) 5%-4. 5% ng? 
-0 —8) log x=5 9) log, 2 =-2 - ERR 
o dig bo sj= nos nã + es E E 
7.20) Sendo dados loga 5 = 2,322, log 5 = 0,699 e logz 3 = 1,585, resolva as 
7.11) Resolva as equações: equações: 
a) 10%%-D=5 
a) logxx=-2 6x1 3 
b) 287 -11-2%+5=0 


: 0) PMB g. 202, 145=0 


) 

c) logx-3 4x = 2 

d) loga (x2-2)=4 
tam à | 149 


Capítulo 


Propriedades dos logaritmos 


ES] 


Sejam a, b e c números reais positivos, onde a = 1; ae B são números 
reais quaisquer comb = 0. 


8.1. PRIMEIRA PROPRIEDADE 


| 
| 
º 


A demonstração dessa propriedade é bastante simples. 
Indicando as expressões loga (bc), loga b e loga c, respectivamente por x, y e 
'z, devemos provar que x = y + Z. Temos as implicações: 


loga (Dc) =x = a* =be 
logb=y > a” =b 


logc=2 =» a* =c 
Substituindo as duas últimas igualdades na primeira, obtemos 
a=a'. a ou at=a'** 
edaix=y tz 


Exemplos 


a) loga (35) = loga (7 x 5) = loga 7 + loga 5 

b) log 3+ log 2= log (3x2) = log 6 

c) loga (18) = loga (9x 2) = logs 9 + logs 2 = 2 + logs 2 
d) logs 12 + logs 3 = loge (12x 3) loge 36 = 2 


8.2. SEGUNDA PROPRIEDADE 


De modo análogo ao que fizemos para demonstrar a primeira propriedade, 


indicamos as expressões log, B | loga be loga-c, respectivamente por x, ye ze 
a c . 


vamos provar que x=y —Z. Temos as implicações: 
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edalx=y-z 


Exemplos 


a) logo(55) = loga 10 — loga 27 = logs 10-3 


b) loga 18 — loga 3 = logz (3) = logo 6 


c) log (2) = log m-log.(pa) = log m — (log p + log q) =logm — log p= log q 


8.3. TERCEIRA PROPRIEDADE 


De fato, fazendo loga(b”) = x e loga b = y, temos 
at=biea'=b 


Substituindo o valor de b da segunda na primeira, vem 


a 
at = (a”) ou aX= a% 


onde x = ay, ou seja loga(b*) =a - loga b 


Exemplos 
a) log; (2º) = 5: logy 2 


, 
b) 5 - loga 8 = loga (8) =l0g, 38 = log, 2 


LIARTA PROPRIEDADE 


 B5, CASOS PARTICULARES Copiado a a 


Assim, Bx=y, onde x =" y, isto é, 


1 
109,8, b=-—log,b 


B 
Exemplos 
E Ad 
: a) loga x= 109,5, Xx= Flog x 
(e) 
b) log,5=l0g,2,5=5-log, 8 = log, 2) log, 5 


49 Inversão do logaritmando 
Na terceira propriedade, na situação particular em que q =-1, temos: 


loga (b!) = —1-log, b 
isto é, Ê 


ou seja, invertendo-se o logaritmando, o logaritmo muda de sinal. 
2º) Inversão da base 
Na quarta propriedade, se tivermos B ==1, obtemos 
; 1 
lo: b=-— log, b 
a a a 


isto é, 


1 


De fato, fazendo tog eb =x e logab=y, temos 


(fk=bea=b 


A expressão — loga b é comumente chamada cologaritmo de b na base a, 
O que quer dizer que o cologaritmo é o oposto do logaritmo. Podemos, então, 
escrever: 


3º) Logaritmo de uma raiz 


a : 1 ar 
Na terceira propriedade, colocando-se o = a (no caso em que n é inteiro e 


Í positivo), temos: b 
Se qa À 4 ; 
loga (01) = "loga" 


isto é, 


Não devemos nos esquecer de que raiz é também uma potência, onde O 


expoente é o inverso do índice do radical. 


—4ºy Caso em-que a base é uma raiz : 


Na quarta propriedade, colocando-se p=o (no caso em que n é inteiro e 


positivo), temos: 
-loga D 


log" 4 bs 
a" 
j n 


isto é, 


Podemos observar, também, que - 
loga b" = logaç no 


Exercícios Resolvidos 


8.1) Prove, utilizando o Princípio da Indução Matemática, que: 
loga(b12b3 -...: bn) = loga br + loga bz + loga ba +...t loga bn, para todon > 2. 
(Generalização da Primeira Propriedade.) 
Solução É 
Teorema 1- Paran =2, a igualdade dada se escreve: 
loga(br-a)=- loga ba + loga bz 


. produto; assim: 


e como tese: : 
loga (Dibz ... bkbk+1) = loga br + loga bz +... + loga Dk + loga Dk +1 


Somemos a ambos os membros da hipótese a expressão loga D+: 


loga (bi bp-.. Dk) + 100 Bem = 0a by + loga bo +... + 10Babk + 109cbk + 


o membro dessa nova igualdade é uma soma de dois 


Como o primeir: 
odemos escrevê-lo como o logaritmo do 


logaritmos de mesma base, Pi 


Joga [Kbibp ... be) - bre] = loga by + loga ba +...+ loga bx + loga bem 


ouseja”. . 
loga (bibz ... bubk+1) = Ioga by + loga bz +...+ loga bk + loga Dk+s 


que é a nossa tese. 
Provamos, assim, que O log; 
fatores, todos positivos, é igu: 
fatores, na mesma base. 


aritmo, numa certa base, do produto de n 
al à soma dos logaritmos de cada um dos 


o 


8.3) 


Í 
| 


Escreva, na base 10, 0 “desenvoNimento logaritmico-da expressão: 
S= au? 


Solução 


Basta escrever log S = log(2nº) 


e aplicar as propriedades conhecidas: 
log S = log slogr + log ? = log 4 — log 3+logn+3logr 


Determine a expressão E cujo logaritmo, na base 2 é: 
logz E = 3 + 4 loga x + loga y — 2 10g2 Z 
Solução 


Devemos inicialmen 
base 2: 


te escrever o número 3 e o loga y como logaritmos de 


3=l0g,2º e log, y =/08,2) y= 5log,y 


Temos, então: 
loga E = logo 2º + 4 - loga x + 5 loga y = 2 logz Z 


“Aplicando as propriedades vem: 
: Ê = 
2 


E a nto A ad 
que á verdadeira, já que é a primeira propriedade dos logaritmos, 
demonstrada no item 8.1. 


— Arimitindo que a igualdade dada é verdadeira para um valor 
k+1. Em 


Teorema 2 
n=k(k > 2), vamos provar que é também verdadeira para n = 


outras palavras, temos como hipótese: 
, loga (biba ... Dk) = loga bi +. Joga bz +... + logabk 


. E, 


E? 


sai! 
' 


og; E =10g,8-Fioyz x* loga y?= 
log, E = log, (8x! y) log, z? 


z? 


Sgz 


- log, E = log, 
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0.0 


Portanto, E = & 
z 


Então, gu( =-6,88 


he o 
1936 


8.4) Resolva a equação: 8.8) Sendolog(a+b)=p e log (2-6?) =q, calcule too(222 2) 
1) o logs (2x — 1) — loga (5x + 3) = 
º Solução Solução 
o Aplicando a segunda propriedade, escrevemos: E Eh a a+b a+b]. o (a+b) pe 
o (Si 3)- 1 Sla-p)= [ab arb || ap | 
: X+ 
ad onde: Sa -log[a? -b2)=2.log(a+b)-tog(a? -b2)=2p-q 
1] A o seja, À o 2%01 
a ni quero na TA e ia “Es 5x+3' 13 5x+3 cera E Co a o Drag qua E a O E a E pa e 
8 , Resolva a equação x "2" = 256x”. 
e Resolvendo, obtemos x = 6, valor que satisfaz as condições de existência , 
E dos logaritmos apresentados na equação, como se pode facilmente verifi icar. Solução 
| [ Logo, S = (6). Como ambos os membros da equação são positivos (note que a condição 
E : de existência do logaritmo exige x positivo), podemos escrever seus 
| 1) 8.5) Dado loga 5 = a, determine loga, 125. logaritmos na base 2: 
: Solução E ; log, (xa 9) = log, (256 *) 
H Temos: logs: 125 = | 5*)= 214 => 
y º oa Basf ) a 3 ê 4º As propriedades nos permitem escrever: 
| E loga x - loga x = loga 256 + loga xº 
! 8.6) Dadolog 3= . : : 
| e ) ado log 0,477, calcule log 9.000. Temos, então 
I e Solução (logz x)? = 8 + 2 loga x 
À ) Como o logaritmo dado é de base 10, devemos escrever o número 9.000 Fazendo a subeiiuição logs A eeuação fes 
como um produto de potências de bases 3 e 10, que são os elementos y =8+2yousejay -2y-8=0 
[1 conhecidos no problema. cujas raízes são y = -2 0uy =4 
i Então: Voltando a logz x = y, vem: 
e 9.000 = 9(1.000) = 22. 10º logax = -2 ou logax = 4 
i e Temos assim que: 2.1 4 
| log 9.000 = log(3? - 10º) = log(3?) + log (10) =2 log 3+3= edalx = do = q 0UX=:2.-16 
e =2:0477+3= 3,954 RE 
[ Logo, 5 = [auto Eça Rem ged eo iso 
e ão E = 4 E 
ra 8.7) Adotando loga 2 = 0,83 e loga 11 = 2,18 calcule tog[; del ace é i - 
ni Si SOU) 8.10) As raizes reais da equação em x: x — 2a x - 2a — 1 =O existem e são 
]) olução 
a a - &1 
| po Sabemos que: log (ab) e log (E) Mostre, sem resolver a equação, que b = (10a) 
! | Ex 
e og; (55 ES )- loga 1936 Solução 
e Decompondo 1 936 em fatores primos, obtemos 1 936 = 2º. 112 e assim: Das propriedades de soma e produto das raízes de uma equação do 2º 
e loga 1 938 = logs (2º 112) = loga (2º) + logs (112) = 4 logs 2 + 2 loga 11 = grau, temos: 
=4-0,63+2-2,18=6,88 157 
[|] 156 s 
E) : 


log (ab) +log (E) =?4 


log (eo) os() =-20-4 (1) 


Tecalhando com (1), vem: 
r 
loga+logb+loga-logb=2a, 


onde 2 - e a=2a e, portanto loga= a ouseja,a=10º (II) 

Trabalhando, agora, com (Il), vem: 

“[loga+logb]-[oga-logb]=-2a —1 

isto é, E 
(loga)? - (logb?=-20 —1 

Como já sabemos que log a =«, tiramos: 


RR (log b)2 =02+2041 = (2412 dao 


edaí, 


logb=+(a +1) 
Portanto, 


pb = qée+ 9 
. Escrevendo que b = [101% Nj1- po!oup' 
e aplicando a igualdade (Ill), obtemos, finalmente 
b=(10-a)! 
8.11) Resolva o sistema de equações: 
logo x + log, y = 5 
loga x—log; y =—1 
Solução 


À primeira equação se escreve. 
log? (x -y)=5,ondexy=2º=32 (1) 
A segunda se escreve: 


Ee [E x Ratos 
logz || =-4,onde =21=- (1 
oe (5) y q 


Isolando y em (Il): y = 2x, e substituindo em (1), obtemos: 


Na 1º equação, substituindo loga x por 2. temos: 
é 2+logoy=5 
onde loga y=3e, então, y = 8. 


Finalmente, escrevemos S = ((4; 8)) 


Exercícios Propostos 


8.12) Escreva, na base 10, o desenvolvimento logarítmico de: 


a) am=3-5"7" 
b) E=a bye, a, bec reais positivos 
n(n=1) 


c) P,=aj-q 2? , ae qreais positivos 


d) s, = 2158 .n, onde neN'e(ata)eR; 


e) E= 


nm 47 


8.13) Determine a expressão E nos seguintes casos: 
a) log E=log3 + log 7 +2 log b 
b) loga E = loga a + logs b— 2 logz € 
c) loga E = 2 + loga 5 — logo a — logar b 


3 
d) log E=3+5 (log a +logb) 5 log (a +) 


8.14) Resolva as equações: 
a) log(x— 3) + log(x + 2) = log 42 — log 3 
b) 21092 (x+ 1)= loga (x+2)+1 
0) logo (x 1) = loga (VTOx— 4) - logs (x + 2) 


d) logs x? + 3 logas x? + 2 logeas x? = 9 


8.15) Resolva os sistemas: 
logox+logay=1 bj log x —log/y =log3 
loga x—-3l093 y = —loga 32 —x2 +9yº =90y 


8.16) Sendo logs 2 = a, calcule: 


5.45 RS a a 2 


2 RSRS RE d cas ao - 8) logs, 64. É E E seit beca 
dE z “(20)=32 ou x= 160 o. b) logs see = 
ondex=40ux=-4, O Fesiliádo x= 4 não convém, pois não satisfaz as E Tê 
“condições de existência dos logaritmos. Então, parax=4,vemy=8. Sº 37 2 
Logo, S = ((4; 8)) Et 
Outro modo: Poderíamos, também, somar membro a membro as equações 8.17) Sendo log 2 = 0,301 e ea 3=0,477, calcule: 
dadas, obtendo: a) log5 
x b) log72 
2l0g3 = 4 c) log 1200 RES 159 
onde log; x = 2 e, então, x = 4. 
158 x 


C000000000000000000000000000000008. 


q) og 240 +log 27 
log15 


8.18) Sendo logs 2 = 0,63 e logs 5 = 1,46, calcule: 
,8) logo 10 c) loga 450 
b) loga 2,5 


8.19) Sendo log 432 = pe log 648 = q, calcule log 6. 


8.20) Sendo loga (Vi7-3)= a, calcule log> (17 +3). 


8.21) Sendo log (a-b)=melog (va-b) =, calcule log (Va + vb). 


8.22) Resolva ss equações: | Á 
a) E à 3 bp) 


x 


1000 
o) [log xS* =»? 


b) xiogx = 


8.23) Resolva as equações seguintes, conhecendo-se log 2 = 0,301, log 3 = 0,477 
e logo 3 = 1,585. : 


a) 10%=9 

b) (ViD)'=5 

c) 2:100-15-10*+18=0 

d) (2º -3x2"- 2773 -2*—-1)=0 


8.24) Mostre que, se três números positivos estão em progressão geométrica, então seus 
logaritmos de base a, na ordem correspondente, estão em prógressão aritmética. - 


8.25) No exercício anterior, se q é a razão da PGe ré a razão da PA, qual é a 
relação entre esses números? 


8.26) Calcule o número de termos de uma progressão geométrica em quea,=4, 
an= 135eq= 1,5. 


8.27) Calcule à razão q de uma progressão geométrica em que as = — 


Capítulo 


Logaritmos decimais 


9.1. SISTEMA DE LOGARITMOS DECIMAIS 


O conjunto dos logaritmos, numa dada base a, de todos os números reais 
positivos, é o que chamamos de Sistema de Logaritmos de base a. 


Os logaritmos decimais são também conhecidos como Logaritmos de 
Briggs. Foi o inglês Henry Briggs (1561-1630) quem primeiro utilizou o número 10 
para a construção de tábuas de logaritmos*. 


*A primeira de suas tabelas apresentava os valores dos logaritmos decimais 
dos inteiros de 1 a 1 000 (em:Logarithmorum chilias prima — 1617). Em Arithmetica 
Logarithmica (1624), Briggs ampliou a tábua até 20 000 e acrescentou, também, os 
logaritmos dos números de 90 000 a 100 000. Nas duas obras os valores eram 
apresentados com quatorze casas decimais. 


9.2. CARACTERÍSTICA E MANTISSA 


.Já sabemos que os simbolos log b e logso b são equivalentes. Lembremos, 


também, que se log b = x então 10" = be que log 10º = a. 

Desta última igualdade é imediata a conclusão de que log b só dará como 
resultado um número inteiro se o logaritmando b for uma potência de 10 com 
expoente inteiro. A tabela abaixo mostra alguns exemplos: 


=10º/10= 10'| 100 = 102/1000 = 10º |. 


Assim, um número b, que não seja uma destas potências de 10, terá seu 
logaritmo decimal não inteiro. 


Então, que tipo de número será, por exemplo, log 463? — 
Acompanhe com a tabela. Qualquer que seia o valor positivo de b, existem, 


ER 


lo 
o 
o) 
ad 
id 
o 
o 
e 
e 
o 
Ie 
e 
e 
PS 
lo 
/0 
le 
e 
e 
Eq 
0 
e 
e 
e 
e 
e 
o 
0 
e 
e 


an = 1.024 e o número de termos n é dado por n = log q. 


8.28) As raízes reais da equação axº — acx + b = O existem e são iguais a (a - loga) 


e (b - loge b). Mostre, então, que a? . b? = cº. 


8.29) Asraízes da equação X — sx + p=0sãologae logb; as raizes da equação X — 25x + 
P=0 são log (ab) e log (E) Nessas condições, calcule p e P em função dese S. 
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sempre, duas potências de 10, inteiras e consecutivas, entre as quais b está 
situado. No caso sugerido, b = 463 está entre 10? e 10º: 
—— ||» 
100 463 1000 
102 < 463 < 10º 

Portanto, o valor de tog b deve estar situado entre os valores dos logaritmos 
decimais dessas potências (eles nada mais são que os próprios expoentes). 
Vejamos: 
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102 < 463 < 10º 
log 102 < log 463 < log 10º 
2< log 483 < 3 


E ba E 
“Observe a ilustração fornecida pela figura abaixo, na qual os valores dos 
logaritmos são colocados em um eixo. & 


log 10º =3 ; 
—p log 463 


log 10? =2 om 


4 


Temos, então, que log 463 é igual a “pouco mais" que dois, isto é, é igual à 
soma de uma parte inteira (2), com uma parcela decimal que representaremos por 


Om. 


log 4683=2+0,m=2,m 


Passemos ao caso geral. Dado b > 0, existem as potências 10º e 10º*" com 


c inteiro, tais que 
10º <b< 10%"! 


+++ 
10º b 10º! 


Consequentemente, o logaritmo decimal de b estará situado entre os 
logaritmos decimais destas potências: 
log 10º < log b< log 10º"! 


Er 
c+1 
om log b 


isto é, 


o que indica que log b é igual à soma de um número inteiro c com uma parcela 
0,m, não negativa e menor do que 1. 


Sob essas condições, definimos: 


Exemplos 
a) com aproximação até a 4º casa decimal, se log b = 4,5736, escrevemos 
log b = 4 + 0,5736 
“Então para log bra característica é c =-4 e -a-mantissa-é-0;m-= 0,5736....... A 
é 


00000000000: 


b) com aproximação até a 7º casa decimal, temos 
log 853 = 2,9309490 = 2 + 0,9309490 


Então, para log 853, têm-se c = 2e O,m = 0,9309490 
Insistimos, nesse ponto, que: 


o que 


Fizemos essa repetição dos conceitos de c e 0,m para prevenir um erro 
muito comum nos casos em que O logaritmo tem.valor negativo. Vejamos 


os exemplos: 


c) com aproximação de quatro casas decimais, temos log 0,0632 = —1,1995. 


tc 


mantissa 
mentssa 7 “característica 


do log b do log b 


1995 ==> — E 


—2 
característica Piá 


= 
192) 
[90] 


Um aluno apressado poderia responder que c=-1e0m= 0,1993; isto é 
absolutamente falso, pois a característica, sendo o maior número inteiro 
que não supera o valor do logaritmo, não pode ser —1 e, sim, -2 (veja a 
figura acima). Além disso, como =1,1993 = = —1 — 0,1993, à mantissa 
dada pelo aluno é, na realidade, negativa, o que contraria definição. 

Para a característica, o valor correto é c = —-2. Para obtermos o valor 
correto da mantissa, podemos escrever 


log 0,0832 = -1,1993=-2 +0,m 
e daí tiramos 


Om=2-1,1993 
onde 


O,m = 0,8007 
Portanto, para log 0,0632, tem-se c=-2 e O.m = 0,8007 


log 0,00225 = -2,64782 = -3 + 0,m 
Daitiramos 
0Om=3-2,64782 
onde 0,m = 0,35218 


— 


-2 


g —» —2,64782 
“ característica 


Portanto, para log 0,00225 tem-se c = -3 e Om=0,35218 


Observação 


c=-3 
== 7 
d) log 0,00225 = -2,64782, onde om =0,35218 
Fazemos 
-2,64782=-2-0,64782 = -2-1 +1-0,64782 = Ss, +0,35218 


c am [À om 


Então, se temos um fogaritmo negativo logo =-C,M, fazemos 


logb=-CM=-C-0,M=-C-1+4-0,M 
5 om 


E, assim, sua caracteristica c e sua mantissa 0,m são 


Por exemplo, para log b = -4,5678, tem-se 
c="4-1=-5 
Om=1-0,5678 = 0,4322 


8.3. NOTAÇÃO MISTA DOS LOGARITMOS NEGATIVOS 


Nos logaritmos negativos, para que a leitura” da característica e da 
mantissa possa ser feita sem qualquer cálculo, é conveniente o uso de uma 
notação especial, que explicaremos usando o exemplo d do item anterior, onde 
tinhamos > : E 
log0,00225 = -2,64782 = -3 + 0,35218 

= “om 
Escrevemos - - ; 
log 0,00225 = 3,35218 


onde o sinal O sobre o número 3 significa que apenas a parte inteira é 
negativa, isto é 
3,35218=-3 + 0,35218 


Assim, a notação em significa 


E] 
Em Fang, Era hole, 


Então, em log b= 2,7143, por exemplo, temos c=-2e 0 m=0,7113. 


Uma regra para a obtenção da caracteristica e -da mantissa, quando à. 


logarivmo dado & negativo, pode ser enunciada se retornarmos os dois últimos - 
exemplos: : 


c=-2 


log 0,0632 = —1,1993, 
c) log 0,0 3, onde pa 


Fazemos 
11993 =-1-0,1993=-1..1 +1-0,1993 =-2 +0,8007 
ms ias us 


c - êm e om 


Chamamos a atenção do leitor para a diferença entre, por exemplo, -5,3971 
e 53971; note: : 
R -5,3971 =-8— 0,3971 
53971 =--5 + 0,3971 


Exercícios Propostos 


9.1) Complete as.igualdades: . 
a) emiogb=0,2314:c= eOm= 

em log b = 6,3112:c eOm= 

em logb= 12310: c= eom= 

em log b= 7,1212: c= eOm= 

e) emlogb=-0,3516: c= e0Om= 

f) emlogb=-3,9899: c= eOm= 


Efetus as operações indicadas, dando a resposta nas formas mista e 
comum, quando o resultado for negativo: g 
a) 2,23+1,46 


b) 342-5,68 


c) 3x4,32 
a <AST5O 
3,6622 


9,4. DETERMINAÇÃO DA CARACTERÍSTICA 


Já sabemos que, para todo b > 0, tem-se log b = c + 0,m: Conhecendo-se o 
valor de b, a característica c pode ser determinada pelo mesmo processo que 
utilizamos para defini-la: “cercando” b com duas potências inteiras e consecutivas 
de 10. 


Exemplos ; 
a) se b = 862,13, então 10? < b < 10% portanto, log b está entre 2 e 3. 
Assim, c = 2, e podemos escrever 

log 862,13=2+0,m 


b) se b=0,0128, então 102 <b< 10: portanto, log b está entre =2 e —1. 
Assim, G = 2, e podemos escrever 
log 0,0128 =-2 + 0,m 


Regras Práticas 


———— Apesar desse processo ser bastante simples, é-possivel-estabelecer regras... a 


práticas para se obter c apenas pela observação do logaritinando-b; - --- - 


lo = DAN AN & maior do-gueA 


Acompanhe, agora, com o exemplo b): o número dado b = 0,0128 é menor 
do que 1 e apresenta dois zeros antes do primeiro algarismo não nulo. À 
característica de log 0,0128 é c = 2. A regra, aqui, é a seguinte: 


Exemplos 


c) a característica de log 25,3 6 0=1 

d) a característica de log 743231 é c= 3 
e) a característica de log 0,273 é c=—1 

f) a característica de log 0,000531 é c = —4 


Vamos, agora, justificar essas regras. Inicialmente, lembremos que (com p 
inteiro) 
se 10º < b<10?*?, então a característica de log b é c = p. 


Para justificar a primeira regra (válida para b> 1), observemos que: 


1º) se 10º < b < 10", então c = 0; mas todo número entre 1 e 10 tem um 
algarismo na sua parte inteira. 

2º) se 10! < b< 102, então c = 1; mas todo número entre 10 e 100 tem dois 
algarismos na sua parte inteira. 

3º) se 10? < b< 10, então c = 2; mas todo número entre 100 e 1 000 tem 
três algarismos na sua parte inteira. 


De modo geral, se 10" < b< 10"*" (ne N), então c = ne além disso b tem 
n + 1 algarismos na sua parte inteira 

Isso mostra que relação existe entre a característica c e o número de 
algarismos da parte inteira de b > 1: 


Para justificar a segunda regra (válida para b< 1), observemos que: 

19) se 107! < b< 10º, então e = —1; mas todo número entre 0,1 e 1 tem um 
zero antes do primeiro algarismo não nulo. 

2º) se 10? < b< 107, então c = —2; mas tado número entre 0,01 e 0,1 tem 
dois zeros antes do primeiro algarismo não nulo. 


" Demodogeral se 107” < b<10"*!(neN) então c=-n e, além disso, b 
tem n zeros antes do primeiro algarismo não nulo. Si . 


va” E ) q 
0C0000000000000000000000006: 


Acompanhe conTo exempio a): 0 número dado-b=-862,13-&- maior do-que-4 
e apresenta três algarismos antes da vírgula. A caracteristica de log 862,13 é c= 2. 
Aqui, a regra é a seguinte: 


Isso mostra que relação existe entre a característica c e o número de zeros 
que precedem o primeiro aigarismo não nulo de b < 1: 
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———ouseja-l0g-3;5732 e-log 3573;2 têm a mesma mantissa:—— 


9.5. PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DA MANTISSA 


Vejamos um exemplo. é , 
Se b;, = 3,5732 e b; = 3573,2, então log b; e log bz têm a mesma mantissa. 


De fato, notando que b> = 1 000 b; 
temos log bz = log (1 000b1) = log 1 000 + log bs, 
onde log bz = 3 + log b; 


Então, se log by = c + 0,m, vem que 
logbz=3+c+0,m=(c+3)+0m 


Vamos, então, demonstrar a propriedade para o caso geral. ; 
Seja log by = c + 0,m, isto é, log by tem característica c e mantissa 0,m. 
Dizer que b; e bz diferem apenas na posição da vírgula é o mesmo que dizer 


que bz é igual a b; multiplicado por uma pofência inteira de 10, isto é, existe um | 


inteiro n tal que . 
b2=10"-b; 

Temos, então E 
log bz = log (10” b4) = log 10” + log bs 
ou seja, log bz =.n + log b; : 
como log b; = c+ O,m, vem logbz=n+c+ Om 

Como n e c são inteiros, log ba tem característica n + ce mantissa 0,m. 

Assim, log b; e log bz têm a mesma mantissa. - 

Exemplificando, mais uma vez: 

Com aproximação até a 4º casa decimal, a mantissa de log 837,56 é 0,9230. 
Assim, log 8,3756; log 0,83756; log 8375,6; log 8375600 e log 0,0083756 têm 
mantissa 0,9230; suas características, no entanto, são todas diferentes. 

Observemos: 

log 837,56 = 2,9230 

log 8,3756 = 0,9230 

log 0,83756 = 1,9230 

log 8375,6 = 3,9230 
log 8375600 = 6,9230 


Tábua de Logaritmos Decimais 


N (o) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 


10 | 0000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0204 0334 0874 
11 | 0414 0453 0492 0531 0569 0607 0645 0682 0719 0755 
12/0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 14072 1108 
13/1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430 
14 | 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1044 1673 14703 1732 


95 | 9777 S78B2 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818 
96 | 9823. 9827 9832 0836 9841 9845 09850 9854 9859 9863 
97 | 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908 


| 98] 9912 . 9917 9921 9026 9930 9934 9939 0943 9048 9952 


9958 0061 "9065 9969 9974. 


E 12 4 5 -8 E) 


Você notou que a tábua; começa com N = 100 e termina com N = 999; no 
entanto, utilizando a propriedade fundamental da mantissa, é possível conhecer as 
mantissas dos logaritmos de números N que não constam da tabela. Por exemplo, 
para determinar a mantissa de log 12, lemos na tábua a de log 120; para 
determinar a mantissa de log 98,3 procuramos, na tábua, a de log 983. 

São dois os problemas fundamentais que envolvem a'tábua de logaritmos: 


1º problema: Como calcular o logaritmo decimal de um número dado. 
2º problema: Como calcular um número, conhecendo o seu logaritmo 
decimal. E 


Usaremos alguns exemplos para esclarecer as soluções desses problemas. 
Sua leitura deve ser acompanhada com uma consulta à tábua, sempre que esta for 
citada. 


1º problema: Como calcular o logaritmo decimal de um número dado. 


Exemplos 


a) Calcule log 637. 
A característica, pela regra prática, é c = 2. Na tábua, diante do número 
637 (linha do 63 e coluna do 7), lê-se 8041, o que quer dizer que a 
mantissa é.0, 0;8041:- Assim; Ee q = UR 


log637=e+0,m=2+ 0,8041 =2,8041 


“0....n 


log 0,0083756 = 3,0230 ' 


9.6. USO DA TÁBUA DE LOGARITMOS 


No final deste volume há uma tabela denominada Tábua de Logaritmos. 
Os números ali existentes são, apenas, os valores das mantissas, isto é, para 
um certo número N, à tábua forriece a mantissa do log N, com aproximação de 
quatro casas decimais. (As características são facilmente determinadas com as 
regras vistas anteriormente.) 

Veja uma reprodução das linhas iniciais e finais da tábua. 
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b) Calcule log 4,48. : 
A característica é c = O. Para acharmos a mantissa, devemos piocurar, 
na tábua, o número 448 (linha do: 44 e coluna do 8), pois, pela 
propriedade fundamental. da-mantissa; esta é a mesma para os 
logaritmos de 448'e de 4,48. Obtemos; então, 0,m = 0,65 13. Assim, 


log 4,48=c+0m=0+ 0,6513 = 0,6513 
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EM c) Calcule log 44 800. 
; A característica é c = 4. A mantissa de log 44 800 é a mesma de log 448, 


já obtida no exemplo bj: Om= 0,6513. Assim, 
log 44 800 = c + 0,m 4 + 0,6513 = 4,6513 


d) Calcule log 0,00448. ç . 
“A característica é c = -3. A mantissa (mais uma vez não levando em 


conta a posição da vírgula), é a mesma de log 448: 0,m = 0,5513. Assim, 
log 0,00448 = c + Om =-3 +0,6513 = —2,3487 . 
(poderíamos, também, responder na forma log 0,00448 = 3,6513). 


Calcule log 84,642. : 
A característica é c = 1. Quanto à mantissa, mesmo não levando em 


consideração a posição da vírgula, não conseguimos obtê-la, pois o 
número 84642 excede a “capacidade” da nossa tabela, que só vai até 

mem 999,-0 processo que vamos descrever para contornar esse problema é 
conhecido como INTERPOLAÇÃO. Vamos calcular a “mantissa — 
correspondente ao número 846,42. Procuramos, na tábua, as mantissas 
correspondentes a 846 e 847; lemos então: 


846 — 9274 

847 —> 9279 
Vê-se que o acréscimo de 1 unidade ao número 846 acarreta um 
aumento de 5 unidades no valor de m. Ora, o número 846,42 


corresponde a 846 com um acréscimo de apenas 0,42. Com esses 
acréscimos, construímos a seguinte regra de três: 


acrescen tan .. jo valor dem 
846 a quanti aumenta de 
4 5 


do a 
dade 
nd EA ss 


RUA 


x 


0,42 EE ss 


Daí vem que a o, ou seja, x = 2,10 
Portanto, como x é o acréscimo, o valor de.m procurado é 

9274 + 2,10 = 9276,10 = 9276 
ou seja, a nossa mantissa é 0,m = 0,9276. 
Finalmente, temos 


Falta, agora, colocar a vírgula, o que fazemos com base na 
característica: coro c = 1, sabemos que o logaritmando b tem dois 
algarismos antes da vírgula. Logo, 


b=33,6 


9) Calcule b, sendo log b = 3,9595. 
Temos c = -3 e 0,m = 0,9595. Na tábua, para m = 9595, encontramos o 
número 911. Como c = -3, sabemos que o logaritmando b tem três 
zeros antes do primeiro algarismo não nulo. Logo, 
b=0,00911 


h) Calcule b, sendo log b = -0,2834. 
Conforme a rêgra vista no final do item 9.2, temos 


c=-"C-1=-"0-1=-1 
Om=1-0M=1-0,2834 =0,7166 


0000000000 6:4 


Na tábua, não encontramos, para m, o valor 7166. os valores 
imediatamente abaixo e acima de 7166 são 7160 e 7168, com as 
seguintes correspondências: 


7160 > 520 
7168 5521 
É claro, então, que 7166 corresponde a um número entre 520 e 521. 


Vemos, no quadro acima, que um acréscimo de 8 unidades no valor de 
m acarreta um acréscimo de 1 unidade ao número correspondente. 


Ora, m = 7166 corresponde a 7160 com um acréscimo de 6 unidades. 
Construímos, então, a regra de três: 


Se-m aumenta se o-número. correspondente 
de aumenta de 
8 1 


psi ij 
6 x 


8a o 
Daí vem que Ex oux=0,75 


Portanto, o número procurado é 
— 520 +0,75=520,75. 


faltândo, agora, deslocar a vírgula para a posição correta. Como c = -1, 


log 84,642 = 1 + 0,9276 = 1,9276 
2º problema: Como calcular um número, conhecendo o seu logaritmo decimal. 


Exemplos 


f) O Calcule b, sendo log b = 1,5263. <". 
Temos que c=120m= 0,5263. Na tábua, localizamos 5263 que é o 


valor de m correspondente ao número 336 (linha do 33 e coluna do 6). | 
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temos, finalmente E 
- b=0,52075 


9.7. CÁLCULO APROXIMADO DE EXPRESSÕES NUMÉRICAS, COM AUXÍLIO 
DE LOGARITMOS . 


Os logaritmos se prestam a uma grande variedade de apiicações práticas. 


Vejamos, através de exercicios, algumas delas. 
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Exercícios Resolvidos 


9.3) Calcule x=5(52,3) 


Solução 


* Caleulemos, inicialmente, log x 


=l093 3.3 ; 
logx =logi(52,3)" = 5 log 52,3 ; 
Com o auxílio da tábua, temos que log 52,3 = 1 + 0,7185 = 1,7185, onde 


logx=2.47185 
5 
ou seja, 
= 4 ; log x = 1,0311 Rs ; 
Recaímos agora no problema dé calcular o número x, conhecendo seu 


logaritmo decimal. Temos c = 1 e 0,m = 0,0311. Como não encontramos - 


m = 0311 na tábua, dela tomamos 


0294 — 107 
[0334 > 108 


onde vemos que um acréscimo de 40 unidades no valor de m acarreta um 
acréscimo de uma unidade ao número correspondente; como 0311 é igual a 
0294 com um acrescimo de 17 unidades, vem a regra de três: 


Se m aumenta! O número correspondente] 

de aumenta de 

40 Ê 4 E 

17 5 y 
40 
az 
e o número procurado é 107 + 0,43 = 107,43. Como c = 1, x tem dois 

algarismos antes da vírgula. Logo 


x=F(52,3)º = 10,743 


+. ouseja, y = 0,43, 


9.5) 


Tomando, agora, log x, vem: 
ER 4 1 
logx=1 == |= l0g%/,8 -l093/2,72 = =log18-—log272 
g colas g og g 08 3109 


Com o auxílio da tábua, temos os valores 
log 1,8 = 0 + 0,2553 = 0,2553 
log 2,72 = O + 0,4346 = 0,4346 
Então, 
1 


ee, 
logx=7-0,2653--7.0,4346 


| ou seja, log x = -0,1023, onde 


c=-0-1 
— Om=1-0,102 
Como não encontramos;m = 8977 na tábua, dela tomamos 


8976 > 790 
8982 > 791 
e construímos a regra de três: 
Se m aumenta o número correspondente 
de aumenta de 


6 1 


PU, À 


8.1 ; E 
Daí, 7>y' Cuseja,y = 0,17 


e o número procurado é 790 + 0,17 = 790,17. 
Como c=—1, x tem um zero antes do primeiro algarismo não nulo. Logo, 
x=0,79017 . 
e o conjunto solução da equação é 
: S =(0,79017) 


Quantos algarismos tem o número b = 2? 


Isolando x, temos 


18 
x =272 ou x 


. algarismos. 


Solução 
Temos R 
log b = log 28 = 45 - log 2 


Com o auxílio da tábua, escrevemos log 2 = 0,3010 
Então, 


log b =45- 0,010 = 13,5450 
Vemos que a característica de log b é c = 13; portanto, b = 2% tem 14 
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Exercícios Propostos 


9.6) Determine o logaritmo decimal de: 
a) 41 


9.7) Calcule 
“ a) log 73426 
b) log 0,079481 


Calcule b, sendo: 
1,1818 


9.9) Calculeb, sendo 
a) logb= 0,5151 
by logb= —1,3257 


seguintes casos. 
no 


9.10) Calcule o valor aproximado de x, nos 
ay x=$54,6 


by (7,92) 2 384,9 =0 


911) Determine o número de algarismos de 


9.12) Quantos zeros iniciais tem a representação decimal de 


a) 3% 
b) 29 


- base, o número irracional e, cujo valor aproximado é: 


Capítulo 
no! 


10.1. LOGARITMOS NEPERIANOS 

No capítulo anterior, demos atenção exclusiva aos logaritmos decimais, para 
os quais até publicamos uma tabela especial. Entretanto, nas aplicações dos 
logaritmos em problemas de nível superior, é de maior importância o Sistema de 


Logaritmos Neperianos. 
Os logaritmos neperianos ou logaritmos naturais são os que têm, como 


Logaritmos neperianos 
— Uma breve história 


“Og E 2,718281828459167 mm e 


O logaritmo de um número b > O, na base e, pode evidentemente ser 


representado por loge b; no entanto, a notação usual é £n b, isto é, 


Então, se por exemplo escrevermos tn 2, podemos ler logaritmo de 2 na 


baso e, ou logaritmo neperiano de 2, ou ainda, logaritmo natural de 2. 
O nome logaritmos naturais deve-se ao fato de que muitos fenômenos da 
natureza podem ser descritos por leis matemáticas, em cuja expressão comparece 


| onúmero e. 


Exemplos 
a) Para uma dada substância radiativa, a massa m que se desintegra em 
um intervalo de tempo t é dada por uma expressão do tipo: 


m=A et E 
onde A e o são constantes características da substância considerada. 


b) Um corpo que vibra, como uma mola qu um pêndulo; oscila com uma 
amplitude que decresce gradualmente, devido à viscosidade do meio. A 
amplitude das oscilações é dada em cada instante t pela expressão 


[a ” = = | : ' 
00000000000000000000006006 


-M 
o Ae? nho! 


onde 7 é a frequência angular natural -sem amortecimento e A é uma 4 


constante que depende das condições iniciais do movimento. 


c) O potencial elétrico V produzido por um filamento reto e muito comprido, 
com uma carga À por unidade de comprimnento, é dada por 
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onde e, é a chamada permissividade do vácuo e Ré a distância do 


ponto considerado, até o filamento. Note-se a presença do número e, 
como base do logaritmo. É 


10.2. UMA BREVE HISTÓRIA 


:*Q nome logaritmos neperianos surgiu em reconhecimento ao trabalho do 
matemático escocês Neper. p 

John Neper (ou Napier) (1550-1617), é considerado o criador dos 
logaritmos, em cuja invenção trabalhou cerca de vinte anos, publicando, em 1614, 
o “Mirifici Logarithmorum canonis descriptio"! e, postumamente, em 1619, o “Mirifici 
Logarithmorum canonis constructio". 

Na primeira obra, Neper descreveu seu sistema de logaritmos e algumas 
aplicações; na segunda, fez a exposição dos métodos utilizados para construir . 
suas tabelas. Sejam a, b e c números reais positivos, com a e c diferentes de 1. 

-— Historicamente, é importante citar que Neper não tinha o conceito de base. Mas, — o — Namos tentar.resolver-a-seguinte-questão:-———......... A 
interpretando sua obra em conceitos e palavras atuais, se dividirmos os números de - “Qual lacã E 
suas tabelas por 10”, temos uma tábua de logaritmos cuja base é o número ual a relação entre loga b e loge b? 
Representando loga b e loge b pelas letras x e y, temos: 


Capítulo 


“Mudança de base 


11.1. DEDUÇÃO DA FÓRMULA DE MUDANÇA DE BASE 


s 
(o, s999989)"º , que, com aproximação de sete casas decimais, é igual a A . 
e loggb=x=a*=b; log b=y=>c'=b 


Obtemos, então, a” = c”, e daí podemos escrever: 


7 
(0,9999999) =0,3878794 
loge a* = logo 


1 » 
asate E O 


1, “Uma descrição da maravilhosa regra dos logaritmos.” - 
2. “A construção da maravilhosa, regra dos logaritmos.” 


3678794 Então, x logç a = y 


y 
log, a 


Como x = loga b e y = loge b, obtemos: 


ou ainda x = 


Um encontro importante 


A publicação de Neper, de 1614, fez sucesso, e produziu admiradores. Entre 
eles, Henry Briggs (de quem falamos no capítulo anterior). 

Em 1615, Briggs foi à Escócia encontrar-se com Neper, e estudaram 
possíveis modificações no métodg dos logaritmos, entre as quais, o uso do número 
10 como o número que, modernamente, châmamos de base. Neper já havia 
pensado no problema — proposto por Briggs - e concordou. Mas, já não tinha 
condições para desenvolver a idéia (morreria dois anos depois). Coube, então, a 
Briggs, a construção da primeira tabela de logaritmos decimais. 


que é a chamada fórmula de mudança de base. . 


Esta igualdade permite resolver o problema levantado ao final do capítulo 
anterior, de calcular logaritmos de bases diferentes de 10, transformando-os em 
logaritmos decimais. 


Exemplos: 
10.3. MUDANÇA DE BASE 


Podemos escrever: 
ss “og, 23 
log; 23 = —=12 
E logia 7 


log,8? ê 
É clara, portanto, a necessidade de uma fórmula especial que relacione 
logaritmos de bases diferentes. A fórmula é: : 


Com o auxílio da tábua, obtemos: 
log 23 = 1,3617 e log 7 = 0,8451 
Então, y Ê 


13617 


log; 23 = d8451 


; E =1,6113 
e sua dedução é o assunto do nosso próximo capítulo. 
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b) Calcule tn 3. 


Temos: 
É en3=l0g,3= logo3 
. e“ Togo & 
] ! ** Como auxílio da tábua, obtemos: log 3 = 0,4771 e logsoe = log 27182= 
N 0,4343 
E Então, 


| 0,477. 
! en3= Saga 10985 


E É claro que a fórmula de mudança de base não tem seu uso limitado apenas 
à passagem para logaritmos decimais: ela pode ser utilizada para uma base 
qualquer, à conveniência do problema que se está resolvendo. 


“Exemplos. 
a) Calcule logss 8, sendo dado logz 7 = 2,8074. 


Podemos escrever. R 
09,8 log? E 3 


og 8 = og, 14 “og, (2-7) Togo2+109,7 *q+2,8074 


3 = 

=gao74 “07879 
b) Calcule loga 0,75, sendo dado logs 2 = 0,6309. 

Escrevemos: Res 
3 
log, 0,75 | (08% og;3-l0954 1721082 
log? - log2 fog? logs 2 

1-2-(0,6309) : 
0,6309 


06, 0,75 = 


=-0,4150 


11.2. CONSEQUÊNCIAS ] 
1º) Inversão do logaritmo, 


Se, na fórmula 


Por exemplo, se loga b = E então logp a = E 


2º) Produto de logaritmos 
A fórmula de mudança de base pode ser escrita 


onde vemos que, ao multiplicarmos dois togaritmos nos quais a base de um é 
igual ao togaritmando do outro, ocorre a eliminação desse valor comum. 
Exemplos 
E F 

a) logçy 5 - loga (11) = loga 5 

b) logs (2) - log 7 - log35 = loges 7 - logas (5) = logas 7 

O exemplo b mostra que esta propriedade pode ser generalizada para o 
produto de mais de dois fatores; assim, por exemplo: 


Exercícios Resolvidos 
11.1) Sendo dados logs 2 = a e log; 3 = b, calcule x = logaz 392. 


Solução 


Em função dos dados do problema, o número 3 se mostra como o mais 
indicado para ser utilizado como base, já que está relacionado com os 
números 2.€ 7, através dos logaritmos. Escrevemos, então: 

logs 392 


AE logs, 392 = Tod 


A decomposição em fatores primos, nos dá 392 = 2º. 72e42=2-3:7; 


loga (2º ?) — 3-l09,2+2-l0957 
logs (2-3-7) loga 2+1095 3+108a 7 * 


Lembrando que, se logz 3 = b, então logs 7 2a foro 


portanto, x = 


fizermos c = b, obtereinos. 
3 ara) RE 
XE (b)  3ab+2 

Portanto, ar ab+b+1 


isto é, a troca de posições entre a base e o logaritmando inverte o valor do 


logaritmo. 
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11.2) Resolva a equação 12*- 101=0. 
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POCO CCC C000C006000000000000000. 


Solução 


Como 12*= 101, temos: 
. — Togo 101 
x=l0g,2 101 “Togo iZ 2 


*0m o auxílio da tábua, obtemos: 
log 101 = 2,0043 e log 12 = 1,0792. Então, 


— 2,043 
> 40792 


=1,8572 
Logo, S = (1,8572) 


11.3) Resolvaa da Rae x+logy5= > 


ZILIIILILLK) 


Solução 


Fazendo logs x = y, temos que log 5 = + e a equação se escreve: 


1.40 E 
Vega UU 3y2-10y+3=0 


wja 


Cujas raízes são y=30u y = 
Assim, 
logs x=3, onde x = 5º = 125 


e! 
oulogsx= 5, onde x=53 = 3/5. 


Logo, S= [3/5; 125] ; 


11.4) Prove que, paraa, be c reais positivos e diferentes de 1, se tem: 
a b = pie a É 


Solução 


logç b logo a 


. = Y, devemos provar que x = y. 


! Fazendoa e" =x e b 


De-a"c" =x, vem loga x = =logeb () 
log, a 


Solução E 
x , log, e 
1º membro = (1--log, b)-log, c = (1-log,b). sal. = 
(1-log,b) Sa (I-logab)-s NCID) 
=(1- loga c loga & 
(1 loga b)- aco a SER 5 =(1-log, E = 


= log, € = 2º membro 


Exercícios Propostos 


11.6) Como auxtfiio da tábua, a 
a) loga 5 
b) log; 11 
c) logazs 0,128 - 


1. 7 Como auxílio da tábua, resolva as equações: 
a) 3 =5 
b) 2:5-3=0 
o) 2! 2tt3=48 
d) 25*-42-5*+20=0 
e)6:4/.5.7+1=0 


+ 


Aa 
100" 


49 


21 
700. -€ log7 = >=, calcule: 


h 
og = 25 


11.8) Adotando os valores loge = 


a) tn a 
b) 4n7 
c) logze 
d) log;7 


11.9) Adotando log, 3 =5, calcule: 
a) logs 2 
b) loga 6 
c) logss 18 


11.10) Sendo log 3 = a e logs 2 =b, calcule em m função deaeb: 
a) log 6 
b) logas 120 - Rae e 
c) logao 875 


Debi verntogne AS PR PA testel.los tolos (a 
se 7 VER AOSa ESA (O [E SsaNso logab-= leg; b—(Ih 


De (I) e (Il), temos loga x = no y 
isto é, x=y. 


11.5) Prove que: 


(1 loga b)- 


loga c=logac 
B 


11.11) Sendo loga 2 = p.e log 3 = q, calcule em função depeq: 
a) log 4 
b) logas 33 
c) logos 1452 E 

11.12) Determine o valor das expressões: 

a) y=l0g7 5: logiz 7 - logsas 12 

b) y= loga a log, b? log, a-logab 


11.13) Mostre que, se logs a, loge b, loga € estão, nessa ordem, em progressão Exercícios Suplementares 
geométrica, então b = c. k . ' 
E Y É y 
11.14) As raízes da equação x + bx+c=o0 existem e são iguais a inb e Ta 
ç 


H1.1) Calcule o valor de log, 32 +logr 0,001-logo, 10/10 
k 2 


W1.2) Sendo p e q números reais e positivos tais que: 
ioga logs p = logs logs q = O 
calcule p +.q. 


Mostre que b = e 


11.15) Sendo loga m = 2, logom = 3 e loge m = 5, calcule logavc Mm. 


j 
H 11.16) Resolva as equações: 11.3) Um número x tem logaritmo igual a 4 na base a e tem logaritmo igual a 8 na 


a) logs x + 6logx3=5 


E] b) logax + log,a = 5, coma>0ea =:1 


o) loga ax -logxax=4, coma>0ea *4 


base E Calcule x e a. 


111.4) Calcule logos 125. 


—— W.5) Resolva a equação logaslogax= 5. ra cad nr ao papa Emo 


y 


| 

| 

| es 14-17) Sendo-log-2 - log 3 = 0,1436, resolva a equação: 
: loga x + loga x = log 36 


11.6) Escreva a expressão que dá o valor de nem função de k, sendo: 


11.18) Sendo £ns - £n7 = 3,1318, resolva a equação: 
2.23. 98.97....2Pri=k 


logz x — logs x? = 3 loge 9,8 
js 

À quis, 
2 = 24*Y 


logo (2x+y)=1 


11.19) Se loga x, logs x, loge x, com x 1, estão, nessa ordem, em progressão 


RE aritmética, mostre que loga b + loge b = 2: 11.7) Resolva o sistema 
Nip 


E 11.20) Se loga b = logp c e loga € = log... com x * 1, mostre que 


E: (109,6)! = (log, a)” () ; 


111.8) Resolva a equação jog, (rara) = 5. 
x 


11.9) Resolva a equação loga 2+togs(x+1)=1. 


111.10) Sendo loga b = 10 e loga c = 20, calcule o valor de: of 
tog, bo + loga vb -c A 


111.11) Resolva a equação logs x!º — 3 = 3 log; X. 


111.12) Sendo log 2 = 0,30103 e log 3 = 0,47712, dê o valor de log 7,2. 


111.13) Para todo x > O tem-se loga x. = Ê log x. Calcule o valor da-base a. 


a 
COdCCOCOC CCE CO 


Fal Es qa 


111.14) Resolva o sistema ê 
log; x = 1+loga y 


111.15) Resolva a equação log x + logo X = 2. 


: 182 é 


111.16) Escreva a expressão que dá o valor de x, sendo log, x” + log; x” =p. 


111.17) Calcule x na equação: (1 (n-1)log 2EÍ - tog SA 
n=0 


z 


111.18) Sendo log y=1841116, calcule log >. 


loga 


11.19) Sendolog a = 212e log b= 318, calcule gb” 


-——.1120)-Sendo A = 2,4142,-caleule-3A +2. a sea 


11.21) Se x = loga 25 e y = loga 5, calcule T 


Hl1.22) Sabendo-se que £n 10 = 2,30.e que log 71,2 = 1,85, calcule ên 71,2. 


número na base i? 


111.24) Calcule o valor de x na equação 8* = 1,6, sabendo-se que logs 8 = 1,2920. 


11.25) Resolva a equação loga (x + 2) - logx 2 


.26) Calcule m, sabendo-se que: 


loggab=7-m e loga = -m 


.27) Sendo loga =p, logb=q,logc=r e a?* = c, mostre que 10* -(EJ 


28) O logaritmo de um certo número numa dada base é. BA terça parte desse 


11.23) O logaritmo de um número na base 16 é â. Qual é O logaritmo desse 


1.31) Dada a equação xº — px + B” = 0 e sendo a e b suas raízes reais, prove que: 
loge a? + loga b? + logs aº + logs b? = mp 


11.32) Sendo x = logcab, y = logpac e Z = logabc, calcule 


paro tn 
x+1 y+1 241 


3 
11.33) Sendo loga a = n, calcule em função de n o valor de log, (é) 


1.34) Sabe-se que loga b = A e logg b = B. 
Sendo c o produto dos 10 primeiros termos de uma PG de 1º termo a e 
razão q, determine loge b em tunção 6 deAeB. 


, é togr log p log q 
11.35) Prove que (E) (3) (E =1 


r p 


1.36) Calcule, com o auxílio da tábua de logaritmos, o valor aproximado de cada 
uma das expressões indicadas: 


a) x='828,3 

b) x=(12,7)“ 

o) x=3/39,6 + 378,2 
H1.37) Conhece-se a propriedade: 


togab : logo = loga & 
Prove, utilizando o Principio da Indução Matemática, que: 


IoGag Ay "10Ga, Az 100, 23 "+ 10044 An = 10%ag An - 
Para todo inteiro n > 2. 
H1.38) Resolva a equação logs 2 - logax 2 = loga, 2. 
111.39) Resolva a equação 3º%x?.xss* - 9, 


111.40) Sejam à, b, é &X números positivos e diferentes de 1. Prove que sea, be c 
estão, nessa ordem, em PG, então: 


logaritmo, a base e o número formam, nessa ordem, uma PA. Qual é a base 
do logaritmo? 5 


Si — log; log; 3 
1.29) Se y=2* e x = log? calcule y. 


111.30) Sendo loga = logb logo mostre que 2º - b? -cS=1. 
b-c c-a ab 
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loga x=ogp x loga x 
log, x-log; x logo x 
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PARTE IV 


Capítulo 12 - Função exponencial -« Função 
Logaritmo - Inequações 


Capítulo 13—- Construção de gráficos 


Capítulo 14 - Exponencial e logaritmo: funções 
inversas 


| 
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Capítulo 


Função exponencial 
h Função logaritmo 
Inequações 


12.1. O CONCEITO DE FUNÇÃO 


Exemplo 


A figura mostra uma função f de A em B, onde temos: 


Dominio: A = fe 4; > 16) 
Contradomínio: B = (0;2;—1; 4: -3; 5) 
Conjunto-imagem: Hf) = (0; 2;-1; 4) 


“E 


TIIILILIELLLLTRAA) 


12.2. FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL 


Exemplo 


*"À função definida por f(x) =/x-5, tem para domínio A todo x real para o 
qualx-5 > O, istoé,x > 5. Então: 
A=[S5+o[cR 


O contradomínio de B = R 


12.3. GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL 
Considere uma função f, real de variável real: 
fASB 


(x; flx)), com x e A, é 0 gráfico de f. 


Observe que, conhecido o gráfico G de uma função f, o seu domini 
É E E Ê io pode 
ser obtido projetando-se G sobre 0x, na direção Oy; o conjunto imagem de f a 


12.4, INTRODUÇÃO ÀS FUNÇÕES EXPONENCIAL E LOGARITMO 


Nos capítulos anteriores estudamos a parte operacional das potências e dos 
logaritmos, onde aprendemos que, fixado como base um número real a, positivo e 
diferente de 1, temôs: 


1º) para cada x real, o número a” existe e tem valor único; 

2º) para cada x real positivo, o número loga x existe e tem valor único. 

Essas duas afirmações nos mostram a possibilidade de tratar as potências e 
os logaritmos sob o ponto de vista da teoria das funções, pois a idéia básica na 
definição de função é a cada elemento x de um dado conjunto A corresponder um 
único elemento f(x) de um dado conjunto B. 

A partir disso surgem, então, as definições de função exponencial e 
função logaritmo. 


12.5. FUNÇÃO EXPONENCIAL 


Eixando um sistema de-coordenadas. x0y;-0-conjunto G-de todos os-pontos = —E- RES 


exponencial de base a a função f, de R em R, definida por: 


O domínio da função exponencial é R. 
O contradomínio é também R. 


Exemplos 
a) A função definida por f(x) = 5º é a função exponencial de base 5. 


COCA COCCCOdNCCCCLCTCACHEO 


x 
b) A função definida por f(x) = (5) é a função exponencial de base 0,2. 


12.6. GRÁFICOS DA FUNÇÃO EXPONENCIAL 


Examinemos, inicialmente, dois exemplos: 
a) gráfico da função f(x) = 2* 


ser obtido projetando-se G sobre Oy, na direção 0x. É 
Assim: k Eu 
9 
x y Bf-cececenaames: 
i 344 Mol 
conjunto Ê : be 
imagem [TT E A ã di 
s E 4 id 
“13 3 
í 2+- | 
oi E : 
1142 i 
E! MESEE 
313 -4-3-24 3 


10000 


X 
b) gráfico da função f(x) = (3) . 


E 


Coj-a o|-a Ioj-s =» 19 à qo 


Observemos, nesses dois exemplos, que: 

1º) os gráficos não têm ponto em comum com o eixo Ox e cortam o eixo Oy 
no ponto (0; 1); 

2º) os gráficos estão inteiramente localizados “acima” do eixo 0x. O conjuntó 
imagem dessas funções é R,. . 


Esses dois fatos são facilmente generalizados i 
E ac para a função exponencial de 
E a (pois, para todo a positivo e diferente de 1, temos aº = 1 a a* 50 qualquer x 
(6) ponto (0; 1) pertence ao gráfico da função exponencial. | 
O conjunto imagem da função exponencial é 


Devemos ainda notar (veja as definições do quadro abaixo) nesses 


E x 
exemplos que a função f(x) = 2*é crescente em R, enquanto que 9-3) é 


24 <2%2 (por exemplo, 2º < 2) 
M<X > 194 172 1P 1 
(5) > (3) por exemplo, (5) > (5) 


Com isso, podemos resumir graficamente o comportamento da função 
exponencial f(x) = a* 


LO<a<1 


fix) =a* 


Nesses gráficos confirmamos que, se a > 1, (x) = a* é crescente em R e, 
seo<a<1,f(x)=a* é decrescente em R, ou seja 


12.7. INEQUAÇÕES EXPONENCIAIS 


A classificação das funções exponenciais em crescente ou decrescente por 
si só nos ensina a resolver inequações exponenciais, isto é, inequações em que a 
incógnita comparece no expoente, 
Analisando o quadro acima, vemos que: 
1º) quando a base é maior que 7, a relação de desigualdade entre as 
potências se. mantém entre. os expoentes. RE 


a) se 2*<2º então x<5 


b) se (VS) > (V5)”. então x>-2 


2º) quando a base está entre 0 e 1, a relação de desigualdade entre as 
potências se inverte entre os expoentes. 
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Exemplos 


o o(a] 


4 
Z 3 então x>5 

z E 
(5) a entãox<m 


bu se 10 


Exercícios Resolvidos 


12.1) Resolva a ineguação 5* < 252! 


Solução 
Escrevemos 5º < 522. como a base é maior que 1, temos: 
———— tested sx cauda Ea 


Logo, S= [xe R|x>5) 


12.2) Resolva a inequação (0,73)” 


230,73 


Solução 
1 


Escrevemos (0,73) 2 (0,73) 3, como a base está entre O e 7, temos: 


> (0,738 ! É 
2(073)3) > 2xs7 > xs> 


2x 
(0,73 3. 5 


Logo, S = frertxs 3) 


12.3) Resolva a ineguação 125 < 5º < 127 


Solução 


k 127, 
Escrevemos 5º < 5º < 55 


; como a base é maior que 1, vem: 
3<x<logs 127 | 
Não dispondo da Tábua de Logaritmos, respondemos 


=> S=[xeR|3<x<log, 127) 


danca-de-haso & o auuilio-ga-Fábua-nadems: 


Buxiic-da 


“og — 
e responder que: 
S=[xeR|3<x<3,0099) 
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12.4) Resolva a inequação 2:22 -5-2*+2 > 0 


Solução 
Fazemos, nesse caso, uma mudança de variável 
Z=y 
obtendo, assim, uma ineguação do 2º grau 
29 -5y+2>0 
Calculamos, então, as raízes e estudamos os sinais do trinômio 2y-5y+2: 
A 
2 2 
0 0 
Vemos que os valores que pod são: 
CRER EE E OO E Dee fed RD yx > UU y 220 ———— a fere 


como y = 2*, vem 
x 1 x 
2 5 ou 2*22 
e dai obtemos: 
Psglioxs- 
ou 
Z22!5»x21 
Logo, S=[xeRjxs-ivx21) 


12.5) Resolva a inequação 9º -- 2 - 3 +8<0 


Solução 
Escrevemos, inicialmente: 
. Sr sa anna Ro 
queéo mesmo que 
3X. 6-.3º+8<0 
Fazendo p= = y. vema inequação do 2º grau: 


y-6y+8<0 
Calculando as raizes e estudando os sinais do trinômio, temos: 
2 4 
eme = e e 
ábua-pedemos = E E dee Ea z 
0 0 
onde2<y<4 
Como y = 3* vem 
2<3<4 


e escrevemos: 
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o 


Jo; logo 4 
302 car cg0má 


Portanto, logs 2 <x<2 logs 2 


Calculando logs 2 com o auxílio da Tábua: 


-log2 03010 
log, 2= log3 * 04777 = 0.6309 


“ Assim, 0,6309 <x <2- 0,6309e 5 =[ 


12.6) Sendo x um real tal que x > 1, resolva a inequação: 
(= 18>(x= 1)! 


Solução 
Ão observarmos que 


lembramos que a relação de desigua 
da relação de desigualdade entre a: 
está entre O e 1 (item 12.5). Podemo 


Logo, S=[xeR|1<x<2) 


12.7) Sendo a um número real positivo e diferente de 1, resolv: 


a 


Solução 


Como não sabemos se a base a é 


maior do que 1 ou está entre O e 1, 
devemos estudar ambas as possibitid. : 


ades: 


1) la>1] Nesse caso, temos: 
2! cart 2X-1<x+65 x<7 
eS=ixeR|x<7) 


2) Nesse caso, temos: 


Cica ss 2x-1>x+6 5 x>7 
e S=(xeR|x>7) 


Exercícios Propostos 


xeR[0,6309<x< 12618) 


5<13e(x-1P> (x 1)! 


Idade entre os expoentes é o contrário 
Ss potências somente quando a base 
s, então, escrever: : 


0O<x-1<1 


<atte 


a a inequação: 


12.9) Resolva as inequações: 
a) qu+2 e gta : 
b) (0,377 « (0,3)> 
x 
a (aja 
2 6-4x 
5 (49 
2 6) (5) 
x+1 


e) 2Mi>y2 - 


12.10) Resolva as inequações (utilize a Tábua de Logaritmos, se necessário) 
E 
— bZ<g<a 


e) (0,13) <2'< 1307 

12.11) Determine o domínio das seguintes funções (utilize a Tábua, se necessário) 
a) f(x)= V4t 05.244 
bd) f(x)=)(5"126.5%+5) 


ftg)= A 
O rar 
12.12) Resolva as inequações: ; 
a) (2x- 3) > (2x— 3)º, Sendo x > E 
b) 2-8)" > (2-8) sendox-8>0 
12.13) Sendo a um número real positivo e diferente de 1, resolva as inequações: 


a) aé <a? 
b) 3:9%-10-a2+3<0 


. PRE 
12.14) Sendo x > 0, resolva a inequação x. > xt, . 


CIIIIILILLII SILLA Ã) 


12.8) Classifique as funções abaixo em erescentes ou decrescentes 


o) 
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e) f(x) [8] 


8) f(x) =(log, Vi3)" 


12.8. FUNÇÃO LOGARITMO 


Seja a um número real positivo e diferente de 1. Chama-se função 
logaritmo de base a a função f, de R$ emR, definida por: 


O domínio da função logaritmo é R 
O contradomínio é R. 


Exemplos 


a) A função definida por f(x) = log x é a função logaritmo de base 10. 


b) A função definida por f(x) = log, x é a função logaritmo de base 3 
5 


Exercícios Resolvidos 


12.16) Determine o domínio da função f(x) = logz (2x — 26) 


Solução 


E SA PSA Para-a-existência do logaritmo, devemos ter iogaritrrando positivo;ousga 
2x-26>0 


onde x > 13 
Logo, D(f)=[xeR|x>13) 


12.17) Determine q domínio c'a função f(x) = loga.3x 123. 


Solução 


Para a existência do logaritmo, devemos ter a base positiva € diferente de 1 
ou seja 


4-3%X>0 e 4-3 1 


onde x<S e xx 1 


Logo, D(f)= [er Ix<$ e xi) 


12.18) Determine o domínio da função 
100) = loge-a (5x — 2) 


Solução 


Nesse caso devemas ii impor as condições de existência para logaritmando e 
—base, isto é, devemos ter, simultaneamente: 


Onde 0<x<5 
(l)x-2>0 > x>2 
(ll)x-2=1=>xa*3 
0 2 3 5 


Fazendo a interseção das três condições obtemos 
D(f)=[xeR|2<x<5 e xx3) 


[ra 43 


x-2>0 () 
x-2*1 (1 


Resolvemos cada uma delas e fazemos a intorsoção dos resultados: 
() 5x-x2>0 >» xX -5x<0 


“Exercícios Propostos 


12.19) Determine o domínio das seguintes funções: . 


a) fix)= log (3x1) 
b) fix) = loga x? 
c) fix)= gy(e+2)+ eg, (3+%) 


d) fix) = E Kx+2)3+ o 
2 


= logs (x+2) 
É E gs(8=5) 
9 fo)=log(5-25 


12. 20) Determine o domínio das seguintes funções: , 
a) fx)=logx+s5 

b) fo) = log,2 x 

0) f(x) = loga -s (É — 9) 
a) fo) = 0g,..2 (2x-8) 


e) 0 lg (8-5) 


Para aprendermos as regras de resolução de inequações que envolvem 
logaritmos, lembremos inicialmente a definição 


=X o x=logaX 
Do estudo da função exponencial, temos as equivalências: 
É X<X% O at<a2 


X<X & ai>a?2 


Representando a” e a*2, respectivamente, por X:y e X>, temos as 
equivalências 


a4 =X x =log,X, 
a? =X, o x, =l0g,X 
» "Fazendo essas substituições em | e II, obtemos: | 


A observação desse último quadro nos mostra que: 


1º) quando a base é maior que 1, a relação de desigualdade entre os 
logaritmos se mantém entre os logaritmandos. 


12.22)Resoiva a inequação log, (8-2x)>3. 
3 


Solução E 
Temos a condição de existência 8- 2x > 0, onde x <4 (i) 


3 
Escrevendo o número: 3 como log, (3) , e observando que a base está 
513 
. 8 aeado 

1 215 


Seda 
log, (8-2x)zlog, == > 8-2x25 > x<5— (b 
a( ) 321 Eu 54 


entre O e 1, vem: 


Das condições (1) e (11) témos 


“2º quando a base está entre 0 e 1, à relação de desigualdade entre os 


logaritmos se inverte entre os logaritmandos. 


Notamos, então, que essas regras são basicamente as mesmas das 
inequações exponenciais. No entanto, é muito importante lembrar que a 


exponencial, tendo domínio R, não exige condição de existência, o que já não 


ocorre com a função logaritmo, cujo domínio é R$. Assim, é fundamental que nas 


resoluções de inequações logarítmicas o ponto de partida seja a determinação 
dessas condições. 


Exercícios Resolvidos 
12.21) Resolva a inequação logs (2x — 3) < logs 7 


Solução 

Estabelecemos, inicialmente, a condição de exisiência: 

2x-3>0, onde 5 Fo 

Observando, agora, que a base é maior que 1, temos as implicações: 
logs (2x3) <log, 7 => 2x-3<7 =» x<5 (Il) 

Comparando as condições (1) e (Il), vem: 


“3 
2 


“42.23) Resolva a inequação logra (x — 1) + logia (x = 2) <1 


Solução 
Às condições de existência são: 
x-1>0>x>1 

x-2>0>x>2 


prevalecendo, portanto, x> 2 (1) 

Para podermos, agora, resolver a inequação, transformamos o primeiro 

membro num só logaritmo e o número 1 em logrz 12. Então: 
logaz [(x -1)-(x -2)] < log, 12 


Como a base é maior que 1, vem 


T T 


seia e me ee 


s-[xerigex<s) 


200 e UE 


4 


ne AA to — A 
TRA 


N 
a 4 

edaix-3x-10<0 

Calculando as raízes e estudando os sinais, temos 


-2 5 
py 
ES AT o E 

&.0 (o) 


2<x<5 HD) 
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De (Il) e (II): 


é 


S=(xeR|2<x<5) 


L 


42.24) Resolva a inequação logx+ 4 3 > logx+ 4 7 


Solução 


Neste caso, basta observarmos que 
3<7elogxra3>I0gxes 7 
e lembrarmos que a relação de desigualdade entre os logaritmandos é 
contrária à relação de desigualdade'entre os logaritmos somente quando a 
base está entre 0 e 1. 
Eai Re Coca aro Assimescrevemos 


Oexta<1 


Logo, S=f(xeR|-4<x<-3) 


(Note-se que, ao impormos O<x+á< 1, automaticamente está garantida a 
condição de existência da base: positiva e diferente de 1.) 


12.25) Resolva a inequação log, x z 8-7log; 5 a 
z 


Solução 


As condições de existência são x>0ex = 1 (1) 


Fazendo a mudança de variável log, x = y; - 
2 


RR =x eR|0<x< lação al ARO Ra Er 


Então, 0<y < fouy2>7 
Como y =log, x, temos 
2 


O<log,x<1 ou 


log, x=7 
2 2 


e escrevemos 


log, Í<log, xsiog, 
z 2 z 
Como a base está entre O e 1: 


Et ou log, xzlog Ay 
2 1X= 06,3 


1 
f>x25> 
>x Z ou <a “4. 


Das condições (1) e (Il), vem 
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12.26) Resolva a inequação, sendoa> 0 ea * 1: loga (2x — 6) < loga (x + 1) 


Solução 
As condições de existência são: 
— 3: 


2x-6>0 > x>3 
x+1>0 > x>-1 


1 1 1 
temos que log, 5" log; x = y prevalecendo x>3 (|) 
É) Como não sabemos se a base a é maior que 1 ou está entre O e 1, devemos 
e a inequação fica: examinar ambas as possibilidades: 
y> 8. Nesse caso, temos: 
iso asno qu loga(2x-6)<loga(x+ 1) > 2x-6<x+1 > x<7(l) 
2 Das condições (1) e (Il): 
y-8y+7 o 
= > =[xeR|3<x<7) 
——Caleulando as raízes do numerador A e-do denominador B e estudando E E o 
seus sinais: 2º) esse caso; temos: 
yY j-o 0 1 7 +00 É loga(2x—8)<loga(x+1) => 2x-6>x+1 => x>7411) 
= 


A 
B 
A 
E 
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Das condições (1) e (Ill): 
S=(xcRjx>7) 


12.27) Determine o domínio da função 


f(x)= 


log, (loga x) 
F: 
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Solução 


Para obtermos o domínio dessa função, devemos resolver a ineguação 
log; (logs x)z0 
z 


Condições de existência: 


« |x>0 
logs x>0 => loga x > log, 1= x >1 


prevalecendo x > 1 (1) 
Para resolvermos, agora, a inequação, escrevemos: 


log, (loga x) 2109; 1 
2 2. 


e tiramos 


logsxs 1 


que é o mesmo que 


loga x < loga 3 


edaix< 3(I) 
De (!) e (Il), vem 
D(f)=(xeR|1<x<3) 


12.28) Resolva a inequação 


log x2-5x+8 
3 H ), 


O] 


Solução 


Condição de existência: X - 5x + 8>0 E 
Como 4 =-7 <0, o trinômio é positivo para todo x real. 
Escrevemos agora 


ioga (2 -5x+8) 
32 >31 
Como a base das potências é maior que 1, tiramos 


log, (x? -5x+8) > 
É 


isto é o mesmo que 


Finalmente, temos 


S=(xeR|2<x<3) 


12.29) Resolva a inequação (onde x> 0e x = 1): x!82X > x 
Solução ; 
j . Devemos examinar duas possibilidades: x >1ou0O<x<1, 
13) Nesse caso, temos: é 


xt ss log, x > 1 isto é o mesmo que logo x > log, 2; 
Portanto, temosx>2 +4—s 
e ea pre put eee mp 

| 

Deere 


Logo,S,=[xeR|x>2) 


Nesse caso, temos: 


k " 
x 82% sy! => log, x < 1, isto é o mesmo que logax < loga 2; 
“portanto temos x < 2 


0 1... 2 
——ma ppt mma 
Jem 


a eee a E 
Logo,S,=[xeR|0<x<1) 


Finalmente, S=S,US;=[xeRJ0<x<1 ou x>2) 
Outro modo. Podemos: resolver essa inequação tomando o logaritmo de 
ambos os membros nã base 2; como essa base é maior que 1, a 
desigualdade mantém o seu sentido. Assim: 


x x => log, (neta | > log, x 
e agora, escrevemos 
logz x * loga x > loga x 
Fazendo a mudança de variável logz x = y, vem a inequação 
— -y>0-, 
1 


(SIS IICT 


Como a base dos logaritmos está entre 0 e 1, vem 


y1 
2. mi 
x sx+0<(1) 
isto é, 

X-5x+6<0 
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0 
o q 
Ei 


— = 
de 

edaí y<Oouy>1 

Como y = loga x 


logax<0 ou logax>1 


e daí: 


logz x < loga 1 ou logo x > loga 2 


ondex<1oux>2 
Levando em conta a condição.de existência x > 0, vem, finalmente 


S=[xeR|0<x<tvx>2) 


Exercícios Propostos 


12.30) Dé o valor verdadeiro (V) ou falso (5) às sentenças: 
a) log> 27 > loga 19 
b) log, 27 >log, 19 
z z 


logo. > logo, ÃO 
log; x>l09,7 «+ x>7 
log; x>log, 7 e x<7 
z z 
log, x>l0g, 7 x<7 
z 2z 
12.31) Resolva as inequações: 
a) logo (x-3)> loga7 


b) jog, (2x=1) > log, (x+ 3. 


o) RE ax)< voa (2,8) 
d) log, (x2-13)2-1 
: 3 


e) loga (x+ 12 <2 


12.32) Determine o domínio das funções: 
a) f(x)=log(x-3) 
b) f(x)= fog, x+3 
z 
e) f(x)=10g, [loga (x? -3)| 
5 


d) f(x) =log, log, log, (2-x) 
3 


e) f(x)= Jog, log, log, x? 
2 2 


12.33) Resolva as inequações: 
a) log(x +2) + log(x + 3) > log 12 


— —bjrtog; (x+2) =log, (x+3) <£-1 
z 2. 


b) loga(x-1) <3+10-l09,.142 
12.35) Resolva as inequações: . 
a) loga 411 < log 2 421 


b) log,2 ,23 < log 2.913 


12.36) Sendo a um número real positivo e diferente de 1, resolva: 


“ a) loga(3x-5)>0 
b) loga (3x —2) > loga (3 = 2x) 


12.37) Resolva as inequações: 
Aa hos 1 
a) qi 4x+4) <35 
fog 4 (x-2) 


d) xº83* > 27x 


12.38)Sendox>0,x = 1,a>0ea 4 1, resolva a inequação emx 


xº%a% <a 


12.10. GRÁFICO DA FUNÇÃO LOGARITMO 
Examinemos, inicialmente, dois exemplos: 


a) gráfico da função f(x) loga x 


Branca rnemns 


“e logs x" l6g, X]=18>0 
2 
q) (log,5x) -4log,x—24<0 


12.34) Resolva as inequações 
a) log, x-3l09,3+4>0 


SAO é aja jaja 


C00COCOTCCOOCO LOUCO CCCCOCCCOC000S 


b) gráfico da função fx) = 


ENE NE 


| 
| 
í 
| 
í 
| 
t 


| 


f(x) =logax 


od ER 


AS ca O) 


Observemos, nesses dois exemplos, que: 


1º) os gráficos não têm ponto em comum com o eixo Oy e cortam o eixo Ox - 


no ponto (1; 0) 


2º) os gráficos estão inteiramente localizados “à direita” do eixo Oy; vemos a: 


que as funções podem assumir um valor real qualquer. o conjunto 
imagem dessas funções é R. 


Esses dois fatos são facilmente generalizados para a função garoa de 


base a (pois, para todo a positivo e diferente de 1, temos loga 1 = 0, e sabemos que . 


loga x pode assumir qualquer valor real): 


O ponto (1; 0) pertence ao gráfico da função logaritmo. 
O conjunto imagem da função logaritno é 


Notamos, agora, no gráfico de f(x) = 2* a confirmação da equivalência vista 
em6.º. 


a>1: x <x2 é loga x: < loga x> 


Verificamos, “então, que a função logaritmo de base maior que 4 é 
crescente. 


Exercícios Propostas 


12.39) Classifique as funções abaixo em crescente ou decrescente: 
a) f(x)=log,x 
b) f(x)=log £ x 


q f(x)= 09 X 


d) f(x)=tnx 


12.40) Construa os gráficos das funções: 


b) f(x)=3* 
c) f(x)=log;x 
d) f(x)=l0g, x 1 Es . 


COCO ONO CCO COD COPO CCL CDE 


x E 
Da mesma forma, o gráfico d de (9)= (3) nos confirma que 


0<a<1: xx<x> <> loga xy > loga x2 
e, portanto, a função logaritmo de base entre 0 e 1 é decrescente. 


Com isto, podemos resumir graficamente o. comportamento da função 
logaritmo f(x) = loga x: 
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Capítulo 


13.1, UM RESUMO 


Vamos, inicialments, fazer uma revisão dos conceitos fundamentais que 


Construção de gráficos 


envolvem as funções exponencial e logaritmo, através do seguinte resumo: 


FUNÇÃO EXPONENCIAL 
flog) = a* 


FUNÇÃO LOGARITMO 
f(x) = loga x 


a>1 


DB=R 
K)=Ri 
fé crescente em R 


sexo ai<a? 


EE va 


+ 


D()=R; 

KD=R 

fé crescente em R; 

x <x2 & log, x, <log, X> 


A Rem 

v 

Bud 

o 
D(f)=R 
KD=R$ 
f é decrescente em R f é decrescente em R$ 
vu<x & a4>a2 x<x < log x,>l0g, x, 


e) 
pi 
Em 


OCOOCOCOLCOCCCCO LOC CUCOCOLCCOCCCCOCCU 


13.2. CONSTRUÇÃO DE GRÁFICOS 


De modo geral, a construção do gráfico de uma função definida por y = f(x) 
pode ser feita através de uma tabela -ha qual são atribuídos alguns valores 
particulares a x é determinados os correspondentes valores de y. No entanto, 
conhecidos os gráficos fundamentais das funções exponencial e logaritmo, com 
algumas regras de transformações no gráfico de uma função, podemos,.a parir 
daqueles, construir os gráficos de muitas outras funções. 

Vamos enunciar algumas dessas regras. 

Seja G o gráfico da função definida por y = fo) esejak z O uma constante 
real. 


1º) O gráfico G' da função y = f(x) + k pode ser obtido a partir de G, fazendo este 
sofrer uma jransiação de k unidades, na direção Oy “para cima", se k é 
positivo, O ou pera baixo se di é negativo. 


2º) O gráfico G' da função y = f(x + k) pode ser obtido a partir de G, fazendo este 
sofrer uma translação de k unidades, na direção Ox, “para a esquerda”, se k 
é positivo, ou "para a direita", se k é negativo. 


3º) O gráfico G' da função y = —f(x) pode ser obtido a partir de G, fazendo este |. 
sofrer uma reflexão.em relação ao eixo Ox. -- — soe axe 


45) O gráfico G' da função y = |f(x)] pode ser obtido a partir de G, fazendo a 
parte que está abaixo do eixo Ox sofrer uma reflexão em relação a Ox. 


y 


31) Esboce o gráfico da função fo) = 2º +41. 


Exercícios Resolvidos 


Solução 


Basta construirmos o gráfico de 2” e, pela 1º regra de transformação, 
deslocá-lo 1 unidade “para cima”. 


Noté que K)=(ye Riy> 1) 


4 x-2 
13.2) Esboce o gráfico da função f(x)= (3) é 
Solução 
x 
Esboçaremos, primeiramente, o gráfico de (3) e, em seguida, usando a 2º 


regra de transformação, deslocaremos esse gráfico 2 unidades para a direita. 


Nota: de modo análogo, o gráfico G' da função y = f(x) pode ser obtido 
fazendo-se G sofrer uma reflexão em relação ao eixo Oy. 


212 ; É 


Note que I(f)=R, 
213 


1º) Nos pontos correspondentes a x > 0, temos o próprio gráfico de logs x. 


2º) Nos pontos correspondentes a x < 0, devemos construir o gráfico de 
logs (-x); para isso, a observação feita na 3º regra nos diz que basta 
fazermos o gráfico de logs x sofrer uma reflexão em relação ao eixo Oy. 


Portanto, temos: 


13.3) Esboce o gráfico da função f(x) = loga (x + 1). 


Solução 


Notemos inicialmente que D(f) = (xe R [ix >) 
Esboçamos, a seguir, O gráfico de logo'x e, depois, deslocamos 1 unidade 
para a esquerda. 


vA 


“Y=lbg dx +1'| 


Exercícios Propostos 


13.6) Esboce os gráficos das funções: 
a) fog=2"" 


b) 69=(5) -2 

c) fo)=logax+1 

d) f(x)=log, (x-2) 
vá 2 


13.4) Esboce o gráfico da função f(x) = 


log, x| 
2 


Solução 


a 
enunciada, faremos a parte do gráfico que se encontra abaixo do eixo Ox 
sofrer uma reflexê2 em torno desse eixo. 


| 

a Esboçaremos, inicialmente, o gráfico de log, x; em seguida, pela 4º regra 
| 
| 


13.7) Esboce os gráficos das funções: 
AY 
à t6)=(5) 
b) f(x)=-log, x| 
c) f(x)=l0g; |x| 
2 


13.8) Determine o conjunto imagem das funções: 
a) fi)=2*-2 


ego 
| 
b) fg)=3"+ a 


13.5) -Esboce o gráfico da função f(x) = loga |x] Epa - 


NENE 3 o=(2) 5 


Solução 

Notemos que D(f)= R*=(xe Rjx = 0) 

Utilizando a definição de módulo, escrevemos 
log;x, sex>0 


(9) = loga = is (=x), sex<0 


13.9) Esboce o gráfico da função: f(x)= og, bel 


13,10) Esboce o gráfico da função: f(x) = +1 


log, (x—1) 
Em 2 


; k 
A observação desse quadro nos leva às seguintes conclusões: 


. 
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toco. 


Capítulo 


Exponencial e logaritmo: 
funções inversas 


O) 


14.1. O CONCEITO DE FUNÇÃO INVERSA 


Uma função f, de A em B, defi. : uma correspondência que, a cada x em À 
associa um único y em B. Se fé tal que, a cada y e B existo em correspondência 
um único x e A, isto é, se todo elemento de B é imagem de um só elemento de A, 
-Í se diz uma função bijetora. Pode-se, nessas condições, definir-uma Junção-de-B------... 
em A, indicada por F!, para a qual, se (x; y) « f, então (y; x) ef” 


A função f”, de Bem A, é chamada inversa de f. 
Note-se que: 


1º) só existe F! se f é bijetora 

2º) se fé bijetora, seu conjunto imagem é o próprio contradomínio 

39 D(D=1(F") e D(F')= (8) 

4º) Se o ponto de coordenadas (x; y) pertence ao gráfico de f, o ponto de 
coordenadas (y; x) pertence ao gráfico de f!. Como (x; y) e (y; x) são 


pontos simétricos em relação à bissetriz dos quadrantes impares, 
conclui-se que: 


FRETE 


ae agora, o processo de cálculo da expressão que define a função | 2º) Função logaritmo: 
Seja a função f, invertivel, definida pela fórmula: 
y= fx) 
Para se obter a expressão que define f E ã 
, 1º) isola-se x no primeiro membro da fórmula; q K E 
d 2%'troca-se a letra x pela letra yealeiray pela letra x. ; 


fi deR; ema, definida por y = f(x) = loga x 
Analisando os gráficos da função logaritmo 


Exemplo 


Calculemos a expressão que define a função inversa de fdeRemz, 
definida por: 
y=fix)=5x-6 
6 


19) Isolamosx: y=5x-6 > 5x=y+6 >» x= Lo 


2º) (troca das letras); y = ET 1º) (isolar x) temos y = loga x; da definição de logaritmo, vem 
x=a 


Então, a função f! de R em R, é definida por 2º) (troca das letras); y = a* 


Ja F'()= e ; Então, temos que a função inversa da função logaritmo de base a é a 
função exponencial de base a, de Rem ER; dada por 
Fo) =a* 


Ed 
7” bissetriz Podemos observar os gráficos: 


bissetriz bissetriz 
Fá - ; x” 


y=f(x)=5x-6 


a) À expressão que define a inversa da função dada por y = f(x) = logs x é 
y=F69=5 
14.2. LOGARITMO E EXPONENCIAL: FUNÇÕES INVERSAS a 18Y á f ( ) 
. i = =| =f'(x)=log,5X. 
Consideremos as definições: bd) Ainversa de y = f(x) ( 5 ) y eia 
1º) Função exponencial. - 
f.deRem RZ, definida por y = fi) =a 


e 


COCC CCC CCO CCOUCUCOCCCCCVOCCCOC0CDU 


Exercícios Resolvidos 
14.1) Determine a expressão que define a inversa da função y = f(x) = loga (x -2). 
Solução 
+ 1) isolamos xy =loga (x-2) »3'=x-2Zondex=3+2 
“ 2º) trocamos as letras: y = 3* + 2 
Então, y=F'(x)=3*+2. 
14.2) Determine a expressão que define a inversa da função y = f(x) = 2*71. 


Solução 


1)y=20" 5 x-1=l0g,y 
onde x = + logay 
2º) (troca das letras): y = 1 +logz x =T'(x) 


14.3) Determine a expressão que define a inversa da função: fo) =3"—3* 
Solução 


Temos y = 3º - 3% e, nesse caso, não conseguimos isolar x de modo 
imediato, como fizemos no exercício anterior. Fazemos, então, o seguinte: 
Primeiramente, a mudança de variável * = q (note que devemos ter, 
necessariamente, o > 0). Resulta 


1 
ja 


?- ya — 1= 0, Resolvendo essa equação do 


que podemos escrever a 
segundo grau ema: 


A =y?+4 (é positivo paratodo ye R ) 
yEyy2+4 

EE rap 

Obtemos dois valores de a, em função de y: 


a 


Como vemos no quadro acima, temos: 
q>0eaz<0 


Portanto, somente a e conveniente no exercício. 


y+/y2+4 
2 
Podemos, agora, isolar x; pela definição de logaritmo: 


e 


Finalmente, trocando as letras, vem: 


Logo, a =3* = 


x= log, 


Exercícios Propostos 


14.4) Determine a expressão que define a inversa de cada função abaixo: 
a) f(x) = logs (x + 2) 
b) fx) = logs x +2 
e) fog = 32º 


no 
a) +(x) ( ) sá 
Determine a expressão que define a inversa de cada-função abaixo: 


2 
a) )=3-log(x+1) 
b) fly)=20"+7 


14.5) 


14.6) Determine a expressão que define a inversa de f(x) = loga (2%). 


14.7) Determine as expressões que definem as inversas das funções definidas 


por: 
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. 


[II ITITCIIIIIIXIIXIXA 


de = ENVA O PHS yr y+4 a) fy)=5"-2:5* 
EN SAS , 2 b) fx) = 4-4" 
v 
(como 40, tem-se = - E 14:8) Determine a expressão que define a inversa da função definida por: 
2 2 E Xp 
yl+4>y E ray 2=2 = 
onde: 1X) 5) 
vw +4>|y 
isto é, 
Ny +4>yeyy+4>-y 
onde: 
y-yy2+4<0e y+v/y2+4>0 
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loga log, x < O 
Exercícios Suplementares | Ga 100 


tog, loga x > 0 


v7.1) Sendo a >0ea x 1, diga em que condições a função f R -s E dada por 
f(x) = a* é crescente. 


1V.48) Esboce o gráfico e dê o conjunto imagem da função definida por 


e o 
to f se x> 


24 


1.2) Sendo a>0ea = 1, resolva a ineguação: ato <a 2 se x<0 


RR: e*-1 
Iv.3) Resolva a inequação 1 


<0. 
-x2 


IV.19) Esboce o gráfico e dê o conjunto imagem da função definida por 
f(x)=log; (1-x) 
2 


IV.4) Resolva a inequação (com x> 0ex * 1); xº-50, x? 


[.20) A função f é definida ias equação 
-28*. f(x)-1=0 
Determine a expressão que define a inversa de fo 


4 PE CER IRS REA er (AP ore A ne a! sad ires ne 


hv.5) A função f. R' > R definida por f(x) = lóg |x| é crescente ou decrescente? 


““IV:6]DE&'6 domínio da função definida por y = 


Iv.21) Dê a expressão que define a inversa da função definida por 


e! cg* 
(= gere 


IV.22) Dê o domínio da função definida por y = fog, loga x -3 ; 
3 


17.23) Resolva a inequação: logs log,» log,» x*>0 


É x 
7.7) Dê o dominio da função definida por y = o(55) a 


IY.8) Determine o domínio da função definida por y = logx (x? — 2x — 15). 


V.9) Resolva a ineguação log, loga (x? - 5) >0. 
3 


(2-tooê x-logz *2) 1 


: 1.24) Resolva a inequação: x Eder 
1.10) Resolva a inequação |log(x? — 6x + 9)] > log (2 — 6x + 9). 
14.11) Resolva a inegquação log, “5 -logy5 >0. |V.25) Sendo a > 1, resolva a inequação: log, X >1 
a 
14.12) Dê o domínio da função definida por f(x) = log, log, log, x , 1+logê x 
75 q |v.26) Sendo O < a < 1, resolva a inequação: queio 


1.13) Dê o domínio da função deinida por f(x) =log; V4x2 16x +15. 
2 


IV.27) Sendo 0 <k < 1, resolva a inequação: log, x + logx (kx?) > 0. 


Em Simplifi que a ex aa 
VA 44) Para que valores de a a equação xº — log a=0 admite raiz real? Iv.28) ha : 1 o 


apago” pas Hood 


l 
i 


v.15) Determine a condição que deve obedecer a para que a equação 
x -2x+ log a = O admita duas raízes reais e distintas. 


- |v.29) Prove que; para a> 1, tem-se: logio a + loga 10 > 2. 


1.16) Que relação deve existir entre a e m para que a equação emx 
X+ 2x — loga(m + 1)=0 


tenha duas raízes reais e distintas? 
V.17) Sendoa>1e0<b< 1, resolva o sistema de inequações em x: 


222 á 


1 1 
2 
NV. 30) Mostre que — log; E *og5 z< 
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000000000 


a) E 9 V vo 
b) V o) v DF. 


x2-Iiy=x+1;x<>y=(x+1) 
: ; 

2-3 

27; */36; 480 

72 <Yi2 < Je 

pa 2+/10-245 | 


7+210 
3 


a) V8+2+2 & 
e) J2(2+42)- 


desis Ns 375. 


; note que (a +b) (2º = ab+b?)=a*+b? 


1.23) b) P=10!º-(0!º- 1); 16 zeros 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 1.26) 
Capítulo 1 1.28) 
14) ay-27 e) 27 e) -81 1.35) 
b) —27 d) 81 -81 
+b) — ) V) 1.30) 
1.5) a) 1 o) 1 e) 1 
a 0 U) 1.37) 
1.6) a) positivo 1.38) 
b) n par: positivo; n ímpar: negativo 
c) n=0: positivo; n > 0: zero 1. 38) 
d) positivo » pad em 
1.7) n impar: —1; n par: zero 
1.8) —13 
1 1 8 
1.10) a) -57 ) 5 e) ERA . 
EM 125 125 1.40) 
»D 5 dg” 5 
1 
1.11) 2) + b) 5 
1.12) ab 
1.13) Elevex +»! =m ao quadrado: m? - 2 
bt Btaíb? 
ul — 
1.19) a) a [o)) sz e) a+b 1.49) 
b+a 
b) 1 d) 8aº 9 É 
) ) o bãa 1.43) 
Ed 1.20) ay minê- o Pê a) Ee 144) à 
) n mn 
— A mê = no 
» a d) a f) TE 1.45) 
40 
121) a 
1.22) =10º 


a) sao 


tm 2- 
ia somel. 
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1.52) a SER Capítulo 2 
o) 100 2.13) xo =2"01 
: - b) 74 o 
1.58) a), -15 ) 2.14) Valida paran = 1 en > 5; neste caso (n > 5) demonstrar pela Indução 
1.54) 300 Matemática. & 
Fada 
ã 2.15) Teorema 2 
1.55) a) a? Hipótese: (1+a)! > 1+ka 
7 Tese: (1+at! >1+(k+1)a 
b) aí2 Multiplicando ambos os membros da desigualdade da hipótese por 1 + a 
di aê (note que 1+a>0, pois a >-1), obtemos: 
(1+af-(i+ra> ((+kat+a) 
1.58) 1 (1+al! > 1+arka+ kal >1+(1+kja 
positivo 
fr ee cpa RO O qui e = tes SRICENDIR rp RE e aa a RS a SE 
1.57) a) a %b8 b) a? Capítulo 3 
8 3.10) a) (3;6;9;12;15;...) 
1.58) DE b) (13/57; 95...) 
o) (357,9 13,..) 
1.59) 3 d) (2:4:6:8;10;..) 
e) (8,10; 12; 14; 16;...) 
1.60) 3) x—1 9 [3.1.11,15,19, 
b) 2ab(a+b) 7'142'47' 22º 27º 
Pa ra 
(a-b) 3.11) a) (-2;-4;-10; -28; -82; -244;...) 
os a b) (1,53; 13; 19,45...) 
x o) (1:3:6;10:15;21:..) 
1 a M 
1.61) y=x2;0,06 rd 
3k +8 
x 3 » 
1.62) a) (3?) =P03 =P o2Zx=-30x=> 
2 e) Sk —-2 
2 2 
b) g . 
o) 3 3.13) 
= —d) =4 
e) —2 
Ta 
1.63) a) O o) 278 
bj a) 32-8 
1.64) 4,729 


3.14) bh=16n+30 


3.15) a) ba=4nº + 16n+16 
b) a=8n+20 


3.16) à) | 


| 8n=20+7.. psi Ta ra RR aa er am asi 


, .20+5 
8) “2n+2 
9 an er 


3.18) a) n=8n+3 
b) (9, 15;21;27:...) 


3.23) a) 5(1)+5(2) + 5(3) + 5(4) 
b) 9 +3t+38+98+37432 


(3) (3) (5) (3) «(8) (3) 


3.25) a SE) 


3.26) a) 


Capítulo 4 
41) 53. Cc à q e 
b) E Cd) 44072 


420) a=1;1=4 


421) aaa 


4.28) aa=p+q-1;ap«q=0 


4.29) 2132 
4.30) (an) é PA de razão r e assim: a, =rn+ k onde k é constante. 
ans =n(n+1)+k 
bas aaa =[n+1)+kP =p + 
br=(2Pjn+(P +) 
“Como 2º er? +2rk são cônstantes; (ba) é-uma-PAde-razão 2º. 


acionalizar MOTO Trembro obiemos: 


a Re qo fado. 


Ex = Ex ça Ex Aos 
e RR Ui LA 
(van sas) r( vasta) rt an 


b) Observando que t Lê) temos: 


na" à r 


4.42) Teorema 1: Para n = 1 temos: ay= a + (1 a Dr, 
que é uma sentença verdadeira 
Teorema 2: Suponharnos que a sentença seja válida para n = k: 
: axzat+(k- dr 
anisatrzar(k-rtr=atkr=e+[k+1)-1] 


4.43) 


4.50) (2;5;8) ou (8;5; 2) 
4.51) x=1oux=6 
4.52) (-10;-2;6; 14) ou (14,6; -2;-10) 


453) (4:7: 15) 


e 
e 
e 
0 
º 
º 
433) 1=2, ken 454) º 
é x+r ] 
E 4.34) 20 º 
j x=r e 
4.35) 0 X e 
à =98 +nP=(x-ni + 
: 4.38) o $+dy+r=- ane t+ º 
i 4rx= x ) 
IF 1 Como x = O vem: x=4r 
É 437) & O) 
“ 15 x+r=4r+1=5r º 
| pad lx-r=4r-1=3r 
E 4.38) ER Portanto: = “Te 
| 439) n>64 E -e- 
440) à n2+5n-8 3r o 
Ê E p< 
| 4r 
4.41) -530 4.55) (16; 40; 56) bad 
o 
230 à 2» e 
[4 
o 


n 


=2y2 


(aabogéPA => a+c=2b 494) a) 465 
abc? + a?bc = abe (c + a) = abc (2h) = 2ab?c b) 650 
nas c) 3025 
onde abc = Abe tab j 
4.95) a) 11895 
b) 10368 
4,57) 4E4;-1;2:5) ou (5;2;-1;-4) 
412) 26 4.96) a) 3080 
: b) né ez? -5n 
4.73) 3000 
0) Anteônte lis, 2n 
4.74) -1862 4 (2.04 “2 
4.75) 1660. on E E Desta esa As AD) AGIOOD ato o qo ros e rs 
4.76) 1200 se 
Capítulo 5 
4.77) 780 
40 
4.78) 249912 88) 2a) ago 
b) 8 K 
4.79) 135110 
6 
4.80) 30 . 5.4) 3 
4.81) -3 
55 (AA Ad AAA 
11.54 ' 3'6'9'12'15'18'21' 24 
4.82) Sa=35" 4" 
56) Góyz)éPa o 2y=x)+27? 
4.83) (1-6; —H1...) : 
(y+zz+xx+y,é PH e ztx= 2(y+2)(x+y) po 
4.84) à) (-1,0,2,4;...) ic (y+2)+(x+y) 
b) não Eq 2yx+2y2 + 2x2 +2yz 
4.85) 21 2y+X+Z E ka 
o (zr+xlZy+x+z)=2yx+2y+2xz2 +2yz. & x +z 
4.86) n>206 Como xº + z? = 2yº é verdade, então (y + 2;z+x;x+y)é PH. 
4.87) =592 
E Capituos 
4.88) 4186 
6.14) a) 2º" 
2 b) 16 
489) y, -m tao ) 
6.15) E 
2 
4.90) 18n* +432 


cCCEsdosdaa doa dCdd UNS 


6.49) 22" 
234 a 


FA 


6.17) 72 
ê 6.50) E 
6.18) a=94=2 
59049 
6:51) 20000 
e) 28x ) 3 =19683 
AGA ET: 
6.52) a=1 
: 
REA a 653) Sou 2ti 
á ERA] 2 8 
1 
6.54) 2-1 
o) 2-2 l ; 
Na = * 6.55) ie 
621) 864000,00 ARES | SS a PSP Ep E RES = 
2017 
6.56 
622) b, =qe 88: é uma PG de razão 64. 859) qoaa 
E 8.57) 6 
6.23) cn=-8": é um PG de razão 8. 
16 240 
sos, 20 
6.24) JAB 
6.66) 3 
6.33) a) +18 b) +4/18 =+12/2 
2 
a+ 
6.34) 10 8.67) (eo ) 
6.35) (3:21; 147) 
6.68) E 
lg À 
6.36) (3 1; 2) ou (2 1 3) 
8.69) é 
: . 16 
637) 8, 14 ou 8 
3x=x? 
6.70) SAX 
pas “O Hm Ega , 
839) TE 248; 18) OU (16/8/4271) —— 2 º 
) 8.71) 8 =50; q=5 es 
640) 1<q<3 
E ; 6.72) 60 
6.41) (a+b+oc)(a-b+o)=(a+aq + aq”) (a-aq + aq)= 
cansar)li-gr)=ant+adra)=a rag ralal=at+bére 6.73) 120 
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10000098 


8.74) 


6.75)1 


8.78) 


6.79) 


8.80) 


—— Capítulo 7. 


7.10). 


5 
a2.b3 


(ani a 


x 


(=x 


3 


a 


RUA 
opa cj Uloja 


pus 
EN 
— 


ni+ jo bajo an 


e) (-24/3; 243) 


118) a) 00 b) (257) 


713) a) (4 o) (2;7) 
b) 9 d) 1-5) 


745) y=0 


747) y=pa+1 


7.18) Delogab=p, vema”=b 
Delog,ya=q, vembl =a 
“Substituindo o valor de b da primeira na segunda, temos: 
(a”)'=a ou sejadi=a! 
Logo, pq = 1 


7.19) a) (3) 
b) (2) 


o fi 


b) E) D w3 
F 7.20) a) (1,233) 
o (88) 9) (3) b) [5 ora, 
o) 1-1) h) 412) e) (-0,415;0,322) 
7,11) a) a ES Ce gude dem 
à a Ee - * Capítulo 8 
1 E 
E fat 8.12) a) logan=log3+(n-— 1)log 5 
o) (9) b) log E =loga+ Logb+ Moge 
sue “a(o 
n(n- 
c) logP, =n loga lo: 
7.12) a) (8) j u E 
taco] d) logS, =log(a,+a,)+logn -log2 
o) (vio; 100) e) IogE =5log2.+51o95-logn -2log3— Log? 
. 238 
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b 


as , : E , 
4 E=2b é Es 8.24) Se —,b, bq estão, nessa-ordem, em PG, devemos mostrar que 
ora DE 1 É 
Es Ja Sb a) E- 10000 . loga (2). loga b, loga (ba) 
c 4 7 Se do z 4 
(a +b) E Ê . estão, nessa ordem, em PA; para isso basta calcularmos as diferenças: 
8.14) a (8), = : 1º) logab — foge(2) = loga b — (loga b — loga 9) = loga q 
b) (va ) | : É A q 
e) (2) É E Ego é 28) loga (ba) — loga b = loga b + loga q — loga b = loga q 
1 x 
d) [-svB: 55] É j : : Portanto, temos: loga b — loga (2)- loga (ba) — loga b ou seja, loga (5) 
. ss logab, loga (bg) estão em PA 
8.15) a) 2, 22 - 
2 8.25) q=a 
= B)A(90;0))-— É e ER qa men 8.20) N=4 pes mm RE pers 
816) a É 827) q=32 
b) 22+3 , | 8.28) A soma das raízes é 
e) eat , : aloga+blogeb= E =c 


; . Então, loge a? + logç b? = c 


8.17) a) 0,699 loge (22h?) = c 


ob) 1857 ! onde a?b? = 0º 
c) 3,079 re 
d) 1.620 o : 829) p=S(s-S) P=s(28-s) 
8.18) a) 1,05 ; 
b) 0,83 ; Capítulo 9 
c) 2,78 
91) a) 0€0,2314 d) -7e0,1212 
8.19) BÍQ b) 6€ 03112 e) -1e0,6484 
É 7 c) -1e0,2310 f) -4e 0,0101 
8.20) 3-a 92) a) -231= 369 c) -11,04= 12,96 
821) m-n .b) 1,74 d) 2 
dia dE OR da 9.6) a) 2,0453 d) 10899 =—0,9101 
8.22) a) j3:9 as “b) 1,87457 si —s) 56599 = =2/3201 E 
») (101,00 ] z 
E o - cs . Do pas ASA DES 
E Ra o U37TI —E9149-==1,0857 
8.23) a) (0,318) | | 9.7) a) 4,8658 b) —1,0997 = 2,9003 
b) (1,398) 
c) (0,176; 0,778) : 9.8) a) 15,2 e) 0,0582 
d) (-1,585; 0,585; 4,755) ; b) 8870 : d) 0,000634 
| 239 


238 | . 


[2 
900 
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9.9) a) 3274 b) 0,04724 11.13) paid numa PG, o termo médio é a média geométrica dos extremos, 
= (loge b) = log» (a) - logia & = logo c 
9.10) a) x= 1,947 b) 0,3324... ou seja a 
9.11) a) 3 b) 29 pe 
pá ja) 3 ) (iog, b) log; b 
9.12) a) 15, b) 14 e daí 
(loge b)º = 1 onde logcb = 1 
e Portanto, b=c 
É Capítulo 11 1 
io 11.14) O produto das raízes é (nb.—— =c, onde 
O noaorso b) 1,2823 o) -0,5483 te 
io inb=cinc=tne* e então b=cº 
E” O 11.7) a) (14650) o Em ires taça DE RE e Re E O O a E, saEEI TE Distr en 
lo b) (0,2519) 
ip c) (0,8480) 4115) 22 
] dd d) (0,4307; 1,4307) 31 
: e) (-0,5646; -0,3562) 
ad 11.16) 2) (9,27) 
Ji ; aê 
Io “9a o) 8 b) (Via?) 
É pa o) (a 
id ») Eé a 12 
é E f 11.47) (109257 
E j 
11.9 > 1 
ja 3 11.18) fonte! 
bp 2 
8 11.19). Cómo, numa PA/'o termo médio é a média aritmética dos extremos, 
co) 7 temos: . 
2 logo x = loga x + loge x 
11.10) 8) b(a+1) Multiplicando ambos os membros por logx b, vem: 
b+1 2 logs (x) - logey b = loga (x) * logçg b + loge (x) - logey b 
b) atos t onde 2 = loga b + loge b 
e) 3ab +2 11.20) Escrevendo as duas igualdades na base x, vem: 
3b +1 log;b log, c log;c 41 
Rm EN 7 NE E - loga “log,b “loga “log, e EsaiiASS 
11.11) a) 2pq ; 1 Da primeira, obtemos: = E 
b g+ 2 
| Bl og, = Moe, 
log, a 
c) 2para+2 ue, substituído na segunda, traz: 
pa+q+1 que, na seg tado 
Nogb) | loga 
é a A 
11.12) à) 5 b) E log,a-log,a (log, b) 


Onde, finalmente: ; 
(logx b)º = (Iogx a)º 
241 


Capítulo 12 


12.8) a) crescente c) decrescente 
) crescente d) crescente 
129) a) (xeR|x<1) 
tXeR|x<-1 


xe RIxe-d) 


(xe Rix<s2 ou x26) 
(xe Rix<-3 ou x>1 


1210) a) (xe R|x2>2,322) 
R|45<x <46902] 
R|-5,888<x<3,511) 


12.11) a) x<0 ou x>2) 
b) -1isxs1) 
c) X<-1,485 ou x>-1) 


12.12) à) Rix>2) 
b) fxer -3<x<-292 ou W2<x<3) 


12:13) a) Sea>1 S=[xeR|-3<x<3) 
Se0<a<1 S=[xeR|x<-3 ou x>3) 
b) Sea>1 S-[reR|-log,3<x<log,3) 
Se0<a<1, S=(xeR]log,3<x<-log,3) 


12.14) [xe R|0<x<1ou x>5) 


12.15) -a)-Se a <0;S=R 


DR 

o) (xeR|x>-2) 

d) (xeR]x<-3 ou x>-2) 
e) (xeR|-2<x<3 e x+2) 


9) ixeR|x<> 3) 


12.20) a) [reie>-5 e xe-2) 


) fx Rix>1e xx 2) 
o) (xeR|x>3) 
9) (xer|3<x<2/3 e xe ii) 


E R |— 3<x<2 ou Bo) 


co) V 
d) V 


R|x>10) 
RIg<x<4) 
R|-5<x<0 ou 4<x<9) 


RI-4sx<i3 ou 3 <xs4) 


R|-4<x<2 ou x+-1| 


xeR|x24) 

e R/0<xs8) 
xeR|x<-2 ou x>2) 
eR|0<x<1) 


Seg O, S=íxe] Riyws! 


b) Seax0, S=g 
Sea >0, S=[xeR|x<loga) 


12.19) a) prernod) 


242 


1 
a 125 
XERjO<x< 7 ou x> 25) 


COCO OCOVO COCO CCC CCC CO CCC 0000000. 


12.34) 8) (xeR]0<x<1ou 3<x<27) 


») xeR|texs5 ou 2<x233] 


12.35) ajs[xeRi|x<-3 ou x>3) 
b) (xer|-43<x<—2 ou V2<x< 43) 


12.36) a) Sea>1 S=(xeR|x>2) 


Sen<a<1, s=[rerIg<x<2) 


| 


Sed <a<1 s-[reiõ<x<1, 


12.37) a) [remigexe5 e xz2 


3 


SA 


3 


) jxeR|2<x<12) 


o) fxeR|0<x<1ou x>9) 


[es 


12.38) Sea>1, S-(rerljer<a e xe) 


2 


) [reriocx=5 ou xe 


Se0<a<1, S-[teRlOcx<a 


12.39) a) crescente 
b) decrescente 
c) decrescente 
d) crescente 


12.40) a) 


xY 


Capítulo 13 


13.6) a) 


COCO OOOCO OVO COLOCO CCC CUL OCO CCC 0 004 


DO E EA 


13.10) 


aa cos CAPIUIOÃA, Tom ro pese LESTE Data nele PB SAR 
14.4) a) FM =5"-2 
b) f(x) = 582 
[o)] (x)= Log x-2 
pa) 


d) F'(x)=log; (x+5) 
z 


14.5) a) Fi)= 108" —1 


b) F)=loga(x—7)+5 


14.6) F'(x) = logo (3%) 
14.7) a) P't)etem então se) 
13.8) a) (yeRiy>-2) 4 b) r')=ha( 2º es] 


b) fyeR|y>n) 


c) preriy>—8] ] 14.8) (x) = loga (x+ hê 41) 
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Ad) tiy=2 Aexs1:y=2x x>1y=2 é A TRACE SERES ARS PEC RSRS] DES 


1.2 
RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES ) 
Parte | 
Ei i 
11) (5) 
12) ObservequeZb=a+ce y)=2x l | 
20 ! 
13) a) 2 ; 
b) 2 . 18 | sisisatas alas memememes 4 
Po 


355.3 3 E! É 
1.5) Lembre que: (a+b)(a? -ab+b?)=aº +b?; den sidada ; ! ; 
: i ! 
1.6) -Racionalize o numerador da fração obtida. i | ; 
i i i i 
o? <a: Ri n E : : | 3/4 5 A 
1.7) a , +ba+c=0:e multiplique por a cara 
a” +bB+c=0:e multiplique por p" b) 
8 
É 1 . 
1.8) Use a inequação > += i 
) quaç: Fe E. 7 
1.10) Teorema 1: Uma reta no plano divide-o em 2 partes, portanto não mais que 2!. 6 Í 
Teorema 2: Suponhamos que não se pode dividir o plano em mais do que Í 
2 partes, tendo-se k retas. Vamos provar que, ao acrescentarmos uma nova 5 : 


reta, o número de partes não ultrapassará DAM 

Estando as k retas no plano, uma nova reta irá cortar as regiões já 
existentes. O número de regiões cortadas não é superior a 2% se de fato 
fossem cortadas 2º regiões, o número total passaria a ser o dobro. Isto quer 
dizer que com k + 1 retas obteremos no máximo 2 - 2º = 28* 1 partes. 


112) n>9:a propriedade é válida. 


Parte 
a ETA, 
15 4(2n+3) 42045) 
249 
248 A | 


1.14) 9(3+242) 
is É 11.15) 185044 
11.16) 6 
3 si dog 
1.17) a) a, 2 a, g' as T8 
3(17 1 
bi b) a=5(5) >q=- 
3 
| a 
| 
: 1.18) 3248 ; 
| NB (abro) é RA = atos ab 2 SD O] G000, 0 O ças 
E (2 +ab+b;c?rac+abl+be+C)éPA : 
| o xdracra)=(a +ab+b)-(p+berc) o 1.20) a) 16 
o 2+2ac+ 2 = rapl+c+ab+be o ' b) E 160.1) 
À 2 as 2 
| o ct+aí+2ac=ab+bo+2b” o 15 
| o (atcP=(a+ob+2h , 
Ê Lembrando que a + c = 2b temos: é H.21) a) 3 
| (arcP=(arcob+ab o (2b2=(2b)b+2b? o 25 
; o ab? =4p? b) ao 
Como esta última sentença é verdadeira, a sequência é uma PA. ) 125 
. o E 
; 4) (1,2;3) ou (3;2;1) A 999 
Ê O 
1 1.5) (=5;-2;1,4:7) ou (7;4;1;-2;-5) À paite iii 
1 1 1 
16) a=7er=7 ou a=seras 1111) - 
. H.7) 115600 112) 8 
18 
E as H1.3) x=6581,a=9 
! 1.9)... 29 ? É RR os Es dE Et qmgaios a 
: 1149 -— ss 
| 11-40)-46/2-4 15h). Eri 4 
0.41) (10,7; 4;1) H1.5) S=(243) 
E 1.12) a=8e q=5 ou a--S e q=-5 1.6) n=log,k 
: . = HL7) S=(6/-10) 
É H.13) (1:3:9) ou (9;3:1) ) k du 251 
| 250 


COCOMCCDCOC0000000000000000 


0000600 


1.8) S=(16) 


“fi 
11.9) s=[5) 


11.10) 49 
11.11) S= (2,512) 
1.12) 085733 


111.13) 3100 


af) — 


5) S=(100) 


Rus 
1.16) x=amm 


17) x=4 
1.18) 0,158884 
-19) 0,67 

20) -2,7664 


2192 


-22) 4,26 


23) -5 


11.24) x= 0,226 
11.25) S=(2) 


111.28) 


11.29) y = 


111.30) 


e 1 


logz 3 


Façamos 
E b 


Então temos 
loga=t(b-c) 
logb=t(c-a) 
loge=t(a-b) 
ou ainda: 
aloga=ta(b-c) 
blog b=tb(c-a) 
cloge=te(a-b) 
Somando, temos: 


loga | .Jogb loge 


=8 + 


-c c-a a-b 


alogga+blogb+cloge=o0 
ou seja log a? Ed bº+loge a 


e finalmente a? 


gta, 


11131) Temosa+b=p(l) e ab=B” (II) 


De (ll) tiramos: 


loga a + logs b = m (III) 
Vamos multiplicar membro a membro as aj (1) e (UI): 


onde a logsa + blogeb+blogea +alogsb = a 


.0 


E 


111.27) De a” 


252 


=c vem b*= 


loga 


loge 


c="21=— 


loga 


E 
p 


(a + blogs a + loga b) = 


e & finalmente 
logpa? 4 logs? tomada logsbl=-mp 
111.32) 1 
111.33) S1=8 
AB 
111.34) —— 
x 10B+45A 


253 


H1.35) Seja 


log r log p tog q 
OMG 
q r p 


Vamos calcular log A e mostrar que log A = O: 


P.iogp-log2 
+logp-log 


log A = ogr log +loga-logE = 
z 
=logr -(logp loga) + logp-(loga-togr) + loga - (logr —logp) = 
=logr -logp—logr loga + logp -logg- logp -logr + 
+loga-logr -logq -logp = O 
De log A = O vem imediatamente A = 1. 


111.36) a) 1,204 
b) 35,1 
c) 6,364 


IN 37) Para | n =2 temos log à a, loga, a, =log,, à, frasa da propriedade 


conhecida). 
Vamos admitir por hipótese que 
10Gap 31 "10Gay 82 "10Gap As“... 1095, 4 An = 1095 An 


e vamos provar como tese que 
loga 2 loga, &2 “Og, Ag "1095, 4 An “loga, An,4 E 10Gag Ini 


Para isso, basta multiplicar ambos os membros da expressão da hipótese. 
por 


loGa, Ane: 

logag &4 “109a, Ap “loga, Ag"... "1085, | An “oa Bna = 

- 1ogag a “loga, Ina = logag Ina 

Nesta última passagem foi aplicada novamente a propriedade conhecida, 
que vale para o caso de um produto de dois logaritmos. 


1.38) S = (2-2, 2 


Sa a . 
1.39) S = 433 2; 2 


Temos: 
log (E) 
1 1 log, b-log, a “a 
log, a “logab logyalog;b - log;a 
A=—ST Cr. Os 
1 1 log; c-log,b (E) 
ca log, | — 
tog,b log;c log,b-log,c b 
log; e 
bc 
Mas estando a, b e c em PG, tem-se 25: 
Assim: 
1 
A= logça loga X 
1 log x 
EE — Jog, e. É qa nei encena 
Parte IV 
“WV.1) 0<a<1 


V.2) Sea>1, S=[xeR|xs?t 
Se0<a<1; S=[xeR|x210ux=0) 


V3) S=[xeR|-1<x<0 ou x>1) 
N4) S=[xeR|x>4) 

Iv.5) decrescente 

IV.6) 1-00-5 

V7) JA 

Iv.8) : 15;+00f 


VB) S=[xeRj-3<x<-8 ou 8 <x<3) 


i 
! 
i 


11.40) Vamos simplificar a expressão: 
— Jog, x—log, x 
log, x—log, x 


“1V10) S=fxeR|2<x<46x43) 
N.11) S=[xeR|-I<x<1ex=0) 


1V.12) 5 1 


COCOCOCICOCOCCLCCCOCOCCCC0 


ses 


17.13) D()=[xerx<5 ou xa) 


V14) az 1 


4.15) 042 <10 
.16) Sea> 1, deve-se ter met>1 


1 
Se0<a<1,deve-seter O<mti<= 


NAM) D(f)=[xeR|b<x<a ex) 


17.18) 


14,19) 


1.22) 


1.23) 


1.30) 


D(f)=(xeR|0<x<2 0u4<x<6) 
S=[xeR|-2<x<- out<x<v2) 
S= xeRIO<x<i ou tex<2) 


S=(xeR|t<x<a) 


[es] 
] 


xeR|0<x<a ou terei) 


S=ixeR|0<x<1 ou x> 7) 


y=logab 


Façamos logro a = y. Como a >1, tem-se y > 0. 
Partindo de (y — 1)? > O escrevemos: 
y-2y+1>20 > yj+122 
e, como y > 0, vem: 
y2+1 


22» v522 
ou seja, logro a + loga 10 >2 


Como 24 < 25, temos logs 24 < logs 25 
onde logs 3 + logs 8 < 2 e então” 
1 1 
—e + e < 2 
log, 5 loga 5 


FfIIIIXILIIIO) 


1v.20) (9 = en[x+ 241) 


1+x 
+ (x) = en, | 
W21) f()= E 


TÁBUA DE LOGARITMOS DECIMAIS TÁBUA DE LOGARITMOS DECIMAIS 


e 
o 
o 
o 
º 
id 
A 
e 
e 
e 
e 
º 
e 
e 
e 
e 
id 
º 
e 
e 
e 
e 
6 
e 
e 
e 
bo 
º 
º 
e 
e 
e 
e 


A, 


CODEC COS L O OCO OU SUCOS 


TÁBUA DE LOGARITMOS DECIMAIS 


8463 : | 
8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567 
8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627 
- B645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686 
8704 : 


8762 
8e0os 8814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859 
8805 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 .8915 
8921 8932 


9036 9042 
9085 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133 
9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9286 
9191 9196 9201 9208 9212 9217 9222 9227 232 9238 
9248 9253 


9299 9304 O 
9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 0390 
9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440 
9445 9450 9455 9460 0465 9469 S474 9479 9484 9489 
9499 9504 


9547 9552 - : 

9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633 
9638 9643 0647 0652 09657 9661 9666 .9671 9675 9680 
o6B5 9689 9694 9899 0703 9708 9713 9717 9722 9727 
9736 9741 


9782 9786 
9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863 
9868 9972 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908 
9912 9917 9821 9926 9930 9934 9939 9943 0948 9952 
9056 9981 9065 9969 9074 S978 9983 987 9991 


CIIIXILIZILLILIXIISIILILELILILTIIT 


